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บทคัดย่อ

	 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพื่อเสนอการปรับเกณฑ์ซีพีในกรณีที่ไม่ใช้ตัวแบบเต็มรูปเนื่องจากตัวแปรอิสระทั้งหมด

ท่ีนำ�มาพิจารณาเพื่อสร้างตัวแบบเต็มรูปมีความสัมพันธ์เชิงเส้นต่อกันอย่างสมบูรณ์ จากนั้นเปรียบเทียบการคัดเลือก

ตัวแบบโดยใช้เกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้วกับการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้เกณฑ์เอไอซี และเกณฑ์บีไอซี นอกจากนี้ได้นำ�เสนอสถิติ

ทดสอบซพีีทีป่รบัแล้วในการทดสอบเพื่อคน้หากลุ่มของสมการถดถอยทีส่ามารถใชใ้นการอธบิายตวัแปรตาม โดยใชว้ธิกีาร

จำ�ลองข้อมูล กำ�หนดขนาดตัวอย่างเท่ากับ 25 50 และ 100 ผลการวิจัยพบว่าเกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้วให้ผลการคัดเลือกตัว

แบบสอดคล้องกับการใช้เกณฑ์เอไอซีและเกณฑ์บีไอซี กล่าวคือเมื่อขนาดตัวอย่างเพิ่มขึ้นร้อยละของการคัดเลือกตัวแบบ

ได้ถูกต้องมีค่าสูงขึ้น จากสถิติทดสอบซีพีที่ปรับแล้วโดยใช้ระดับนัยสำ�คัญ 0.01 0.05 และ 0.1 พบว่าเมื่อขนาดตัวอย่าง

เพิ่มข้ึน ร้อยละของการคัดเลือกกลุ่มของตัวแบบที่เพียงพอในการอธิบายตัวแปรตามได้เป็นตัวแบบท่ีถูกต้องมีค่าเพิ่มข้ึน

และเมื่อระดับนัยสำ�คัญลดลงร้อยละการคัดเลือกกลุ่มของตัวแบบที่ถูกต้องมีค่าเพิ่มขึ้น

	 คำ�สำ�คัญ :	การคัดเลือกตัวแบบเกณฑ์ซีพี / เกณฑ์เอไอซี / เกณฑ์บีไอซี
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	 The objective of this research was to modify CP criterion for a case wherea full model cannot be 
constructed due to the perfect multicollinearity problem. The modified CP criterion was compared with 
Akaike information criterion and Bayesian information criterion via simulation with the sample sizes of 
25, 50 and 100. From the simulation, it was found that the modified CP criterion gave the consistent results 
with those of the Akaike information criterion and Bayesian information criterion, i.e., the percentage of 
selecting the correct models increased as the sample size increased. The test statistic for the modified CP 
criterion was proposed to select a group of acceptance regression models with the significant levels of 
0.01, 0.05 and 0.1. The percentage of selecting correct models also increased as the sample size increased. 
However, when the significant level of model selection decreased, the percentage of the correct models 
increased. 

	 Keywords : Model selection / Cp / AIC / BIC

Abstract

Criterion and Test Statistic for Selecting Multiple Linear Regression 
Models without Full Model
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1.	บทนำ�
	 Mallow [6] ได้เสนอสถิติในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ

เรียกว่าสถิติซีพี (Cp) การสร้างเกณฑ์ในการคัดเลือก

ตัวแปรอิสระมีแนวคิดเพื่อให้เกณฑ์ที่สร้างข้ึนปราศจาก

หนว่ยวดั ภายใต้ตัวแบบการถดถอยเชงิเสน้แบบพหุทีอ่ยู่ใน

รูปเชิงเส้นของพารามิเตอร์และตัวแปรอิสระโดยนิยามให้

				    	 (1)

	 Γp เป็นค่าคาดหมายของค่าคลาดเคลื่อนกำ�ลังสองของ
ค่าพยากรณ์กับค่าคาดหมายของ y หารด้วย σ2 ซึ่งเป็น

ค่าคาดหมายของค่ากำ�ลังสองเฉลี่ยในตัวแบบจริง ตัวแปร

อิสระที่อยู่ในตัวแบบที่ให้ค่า Γp ต่ำ�แสดงว่าค่าพยากรณ์

ของ y มีค่าใกล้ค่าคาดหมายของ y
	 เกณฑ์ซีพีสามารถเขียนได้เป็น 

				   		 (2)

เมื่อ SSE เป็นค่าความคลาดเคลื่อนกำ�ลังสองของตัว

แบบการถดถอยในทางปฏิบัติค่าคาดหมายของค่ากำ�ลัง

สองเฉลี่ยในตัวแบบท่ีถูกต้องไม่ทราบค่าจึงประมาณด้วย

ค่ากำ�ลังสองเฉลี่ยของตัวแบบเต็มรูป ซ่ึงตัวแบบเต็มรูป

หมายถึง ตัวแบบที่ประกอบด้วยตัวแปรอิสระทุกตัวท่ีต้อง

พิจารณา ในบางสถานการณ์โดยเฉพาะทางเศรษฐมิติอาจ

ไม่สามารถสร้างตัวแบบเต็มรูปได้เนื่องจากตัวแปรอิสระ 

ที่ใช้ในการพิจารณามีความสัมพันธ์กัน ตัวอย่างเช่น  

ในประเทศสหรัฐอเมริกา ปี ค.ศ. 1960-1982 ได้ทำ� 

การศึกษาการบริโภคไก่ต่อคน (แหล่งข้อมูล:เก็บข้อมูลโดย 

Robert J. Fisher และเป็นต้นฉบับในกระทรวงพาณิชย์

ของประเทศสหรัฐอเมริกา) โดยมตีวัแปร y คอื การบรโิภค
ไก่ตอ่คน (ปอนด์), X1 คอื รายไดจ้รงิหลงัหักภาษสีว่นบุคคล  
(ดอลล่าร์), X2 คือ ราคาขายปลีกของไก่ต่อปอนด์ (เซนต์), 

X3 คือ ราคาขายปลีกของหมูต่อปอนด์ (เซนต์), X4 คือ 

ราคาขายปลีกของเนื้อต่อปอนด์ (เซนต์) และ X5 คือ 

ราคาขายเฉลี่ยของหมูและเนื้อต่อปอนด์ (เซนต์) พิจารณา

ตัวแบบได้ดังนี้

	 	 		 ตัวแบบที่ 1 	 y  =  β0 + β1 X1 +  β2 X2 + β3 X3 + β4 X4 + ε1	 (3)

	 	 		 ตัวแบบที่ 2	 y  =  α0 + α1 X1 +  α2 X2 + α3 X5 + ε2		 (4)

	 	 		 ตัวแบบเต็มรูป 	 y  =  γ0 + γ1 X1 +  γ2 X2 + γ3 X3 + γ4 X4 + γ5 X5 + ε		  (5)

หากตอ้งการเปรยีบเทียบตัวแบบที ่1 และตวัแบบที ่2 โดยใช้

เกณฑ์ซีพ ีต้องหาค่า MSE ของตวัแบบเต็มรูป ในสมการ (5) 

ที่ประกอบด้วยตัวแปรอิสระ 5 ตัว แต่เนื่องจากตัวแปร

อิสระเป็นตัวแปรที่เกิดจากตัวแปร ดังนั้นไม่สามารถ

ประมาณค่าของตัวแบบเต็มรูปที่จะใช้ในการประมาณค่า

ของเกณฑ์ของตัวแบบที่ 1 และ ตัวแบบที่ 2 ได้ จึงต้อง

ปรับเกณฑ์ โดยไม่ใช้ค่ากำ�ลังสองเฉลี่ยของตัวแบบเต็มรูป

	 ในงานวิจัยคร้ังนี้ผู้วิจัยได้เสนอการปรับเกณฑ์ซีพีใน

กรณีท่ีไม่สามารถสร้างตัวแบบเต็มรูปได้เนื่องจากตัวแปร

อิสระที่นำ�มาพิจารณามีความสัมพันธ์เชิงเส้นต่อกัน 

ดังตัวอย่างที่กล่าวแล้วข้างต้นและทำ�การเปรียบเทียบ

การคัดเลือกตัวแบบโดยใช้เกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้วกับเกณฑ์ 

เอไอซี และเกณฑ์บีไอซี และเสนอสถิติทดสอบเกณฑ์ซีพีที่

ปรับแล้ว เพื่อค้นหากลุ่มของสมการถดถอยที่เพียงพอที่ใช้

ในการอธิบายตัวแปรตามได้

	 นิยามคำ�ศัพท์ที่เกี่ยวข้อง

	 1)	ตัวแบบเตม็รูป (Full Model) หมายถึง ตวัแบบการ

ถดถอยเชิงเสน้แบบพหุทีป่ระกอบดว้ยตวัแปรอสิระทัง้หมด
จากทุกตัวแบบทีทำ�การศึกษาท้ังตัวแปรที่เก่ียวข้องและ 

ไม่เกี่ยวข้องกับตัวแปรตาม

	 2)	ตัวแบบอ้างอิง (Reference Model) หมายถึง  

ตัวแบบที่มีค่า MSE ต่ำ�สุดในทุกตัวแบบที่พิจารณา

	 3)	ตวัแบบท่ีเพยีงพอในการอธบิายตัวแปรตาม หมายถึง  

ตัวแบบท่ีมีค่าของเกณฑ์ซีพีท่ีปรับแล้วไม่แตกต่างกันกับ 

ตัวแบบอ้างอิง

	 4)	ตัวแบบที่ over fit หมายถึง ตัวแบบที่มีตัวแปร

อิสระที่เก่ียวข้องกับตัวแปรตามครบทุกตัว และมีตัวแปร

อิสระที่ไม่เกี่ยวข้องกับตัวแปรตามรวมอยู่ในตัวแบบ

	 5)	ตัวแบบทีถู่กต้อง หมายถึง ตวัแบบทีม่เีฉพาะตัวแปร 

อิสระที่เกี่ยวข้องกับตัวแปรตามอยู่ในตัวแบบ
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	 6)	ตัวแบบที่ under fit หมายถึง ตัวแบบที่มีตัวแปร

อิสระที่เก่ียวข้องกับตัวแปรตามไม่ครบทุกตัว และไม่มี

ตวัแปรอสิระทีไ่มเ่ก่ียวข้องกับตวัแปรตามรวมอยู่ในตวัแบบ

	 7)	ตัวแบบที่ misspecified หมายถึง ตัวแบบที่มี

ตวัแปรอสิระทีเ่ก่ียวข้องกับตัวแปรตามไมค่รบทกุตวั และมี

ตวัแปรอสิระทีไ่มเ่ก่ียวข้องกับตวัแปรตามรวมอยู่ในตวัแบบ

	 8) ร้อยละของการคัดเลือกตัวแบบท่ีถูกต้องหมายถึง 

อัตราส่วนของจำ�นวนครั้งที่คัดเลือกตัวแบบที่ถูกต้อง ต่อ

จำ�นวนคร้ังทัง้หมดทีใ่ช้ในการจำ�ลองข้อมลูแลว้คูณกับ 100

	 9)	ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นแบบพหุกรณีที่ไม่

สามารถสร้างตัวแบบเต็มรูป หมายถึง ตัวแบบเต็มรูปท่ี

ประกอบด้วยตัวแปรอิสระทุกตัวที่มาจากตัวแบบต่างๆ ที่

นำ�มาพิจารณา ซ่ึงตัวแปรอิสระบางตัวมีความสัมพันธ์

ในลักษณะเป็นผลรวมเชิงเส้น (Linear Combination)  

ตอ่กัน ทำ�ให้ตวัแบบเตม็รูปทีส่รา้งข้ึนไมส่ามารถคำ�นวณหา

เมทริกซ์ผกผัน ได้ดังเช่นสมการที่ (11)

2.	ทฤษฎีที่ใช้ในการศึกษา
	 1)	ศึกษาภายใต้ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นแบบพหุท่ี

อยู่ในรูปเชิงเส้นของพารามิเตอร์และตัวแปรอิสระ โดยมี

รูปแบบทั่วไปคือ

					   y  =  Xβ + ε	 (6)

โดยที่ y เป็นเวกเตอร์ของตัวแปรตาม y ขนาด n × 1,  
X เป็นเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระขนาด n × (k + 1), β เป็น
เวกเตอร์ของพารามิเตอร์ของตัวแบบขนาด (k + 1) × 1, 
ε เป็นเวกเตอร์ของความคลาดเคลื่อน ขนาด n × 1 ภาย
ใต้ข้อกำ�หนด ε ~ N(0, σ2 In), In เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์

ขนาด n × n , n เป็นขนาดตัวอย่างและ k เป็นจำ�นวน
ตัวแปรอิสระในตัวแบบ

	 2)	ตัวแปรอิสระในการศึกษาแบ่งออกเป็น 2 กลุ่ม คือ

ตัวแปรอิสระท่ีเก่ียวข้องกับตัวแปรตามโดยมีทฤษฎีหรือ

การศึกษาในอดีตสนับสนุนว่าตัวแปรอิสระเหล่านี้มีความ

สำ�คัญที่จะต้องอยู่ในตัวแบบ และตัวแปรอีกกลุ่มหนึ่งเป็น

ตัวแปรที่ไม่เกี่ยวข้อง ซึ่งอาจจะมีความสำ�คัญในการให้ข้อ

สนเทศเก่ียวกับตัวแปรตามแต่ไม่มีทฤษฎีหรือการศึกษาใน

อดีตสนับสนุนจึงต้องมีการพิจารณาว่าตัวแปรเหล่านี้ควร

อยู่ในตัวแบบหรือไม่

	 3)	ตัวแบบที่ใช้ในการศึกษาเป็นตัวแบบการถดถอย

เชิงเส้นแบบพหุที่มีตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบ จำ�นวน 13 

ตัวแปรได้แก่ X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, 
X12, X13, เมื่อ X10 = X2 + X3 + X12 = X3 + X4 และให้ 
X5 เป็นตัวแปรอิสระที่อยู่ในกลุ่มของตัวแปรอิสระที่ไม่มี 

ความเก่ียวข้องกับตัวแปรตาม y ตัวแบบที่ทำ�การศึกษา

มีดังนี้

	  					   y  =  β0 + β1 X1 +  β2 X2 + β3 X3 + β4 X4 + β5 X5 + ε1 		  (7)

	  					   y  =  α0 + α1 X1 +  α2 X7 + α3 X8 + α4 X5 + ε2 			   (8)

	  					   y  =  γ0 + γ1 X9 +  γ2 X10 + γ3 X11 + γ4 X5 + ε3 			   (9)

						    y  =  θ0 + θ1 X12 +  θ2 X13 + θ4 X5 + ε4 			   (10)

	 	 		ตัวแบบเต็มรูป	 y  =  β0 + β1 X1 +  β2 X2 + β3 X3 + ... + β12 X12 + β13 X13 + ε 	 (11)

	 4)	Mallow [6] ไดเ้สนอเกณฑ์การคดัเลอืกตัวแบบทีใ่ช้

อัตราส่วนระหว่างค่าคาดหมายของค่าความคลาดเคลื่อน

กำ�ลังสองของค่าพยากรณ์ (ŷ) กับค่าคาดหมายของ y 
(E(y)) ซึ่งนิยามตาม (1) การใช้ตัวสถิติ Cp เป็นเกณฑ์

ในการพิจารณาตัวแบบถ้าสมการถดถอยมีความเอนเอียง

เพียงเล็กน้อยค่าซีพีจะเข้าใกล้ค่าพี แต่ถ้าสมการมีความ

เอนเอยีงมากคา่ของซีพจีะมากกว่าพ ีโดยปกติแลว้ต้องการ

สมการที่มีค่าซีพีต่ำ� [8]	

	 5)	Akaike [2] ได้เสนอเกณฑ์การคัดเลือกตัวแบบ คือ

เกณฑ์เอไอซี ซ่ึงสร้างจากการประมาณความแปรปรวน

ของข้อสนเทศคูลแบล็ค-ไลเบอร์ (Kullback Leibler  

Information) ที่มีสมบัติไม่เอนเอียง เมื่อขนาดตัวอย่าง

ใหญ่การคัดเลือกตัวแบบโดยใช้เกณฑ์เอไอซีเลือกตัวแบบ

ที่ให้ค่าเอไอซีต่ำ�สุด เป็นตัวแบบที่ใช้ในการอธิบายตัวแปร

ตามได้ และเกณฑ์เอไอซี คัดเลือกตัวแบบได้ดีเมื่อตัวอย่าง

มขีนาดใหญ่ เนือ่งจากเกิดความผดิพลาดทีคั่ดเลอืกตัวแบบ
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ทีม่ตีวัแปรอสิระจำ�นวนมากเกินความจำ�เป็นมคีวามเป็นไป

ได้สูง [7] เกณฑ์เอไอซี นิยามโดย

				     	 (12)

เมื่อ n เป็นขนาดตัวอย่าง SSE เป็นค่าความคลาด
เคลื่อนกำ�ลังสองของตัวแบบการถดถอย p เป็นจำ�นวน

พารามิเตอร์ในตัวแบบการถดถอย และ ln เป็นลอการิทึม

ฐานอี

	 6) Sawa [10] ได้พัฒนาเกณฑ์การคัดเลือกตัวแบบ

ที่ได้มาจากการดัดแปลงแบบเบส์ของเกณฑ์ AIC เรียก

ว่า เกณฑ์ข้อสนเทศของเบส์ (Bayesian Information 

Criteria : BIC) ซึ่งเกณฑ์ BIC จะเลือกตัวแบบที่ให้ค่า 

บไีอซตี่ำ�สุด เปน็ตวัแบบทีถ่กูตอ้งโดยมีสูตรดงันี้ (Beal [4])

    (13)

เมื่อ n เป็นขนาดตัวอย่าง SSE เป็นค่าความคลาดเคลื่อน
กำ�ลังสองของตัวแบบการถดถอย σ2 เป็นค่าความคลาด
เคลื่อนเฉลี่ยกำ�ลังสองของตัวแบบการถดถอยและ p เป็น

จำ�นวนพารามิเตอร์ในตัวแบบการถดถอย

	

3.	การพัฒนาเกณฑ์การคัดเลือกตัวแบบ
	 งานวิจัยนี้เสนอการปรับเกณฑ์ซีพีและ เสนอสถิติ

ทดสอบเกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้ว กรณีต้องการเปรียบเทียบ 2 

ตัวแบบ ที่ตัวแปรอิสระที่นำ�มาพิจารณามีความสัมพันธ์ 

เชิงเส้นต่อกัน ทำ�ให้ไม่สามารถประมาณค่า MSE ของตัว

แบบเต็มรูปที่จะใช้ในการหาค่าของเกณฑ์ซีพีได้ ดังนี้

	 การพัฒนาเกณฑ์ซีพีโดยการปรับ

	 ทฤษฎีบทที่ 1 กำ�หนดให้

ตัวแบบที่ถูกต้อง:	y = XT βT + ε โดยที่ ε ~ N(0, σ2 I)
ตัวแบบที่ 1:	 y = X β + ε1	 โดยที่ ε1 ~ N(0, σ1

2 I)
ตัวแบบที่ 2: 	 y = Z α + ε2	 โดยที่ ε2 ~ N(0, σ2

2 I)
ภายใต้ตัวแบบที่ 1 ถ้าให้ φ = E[(ŷ - E(y))′(ŷ - E(y))] 
แล้วจะได้ว่า

			  φ1 = E(SSE1) - (n - 2p1) σ2 และภายใต้ตัวแบบ
ที่ 2 จะได้ว่า 

			  φ2 = E(SSE2) - (n - 2p2) σ2 เมื่อ SSE1 เป็นค่า

ความคลาดเคลื่อนกำ�ลังสองของตัวแบบที่ 1 และ SSE2 

เป็นค่าความคลาดเคลื่อนกำ�ลังสองของตัวแบบที่ 2

	 พิสูจน์

ภายใต้ตัวแบบที่ 1

	 φ1	 =	 E[(ŷ - E(y))′(ŷ - E(y))]
		  =	 E[(Hx y - E(y))′(Hx y - E(y))] ; H = X(X′X)-1 X′
		  =	 E{y′H′x Hx y - y′Hx E(y) - (E(y))′Hx y + (E(y))′ E(y)}
		  =	 E(y′H′x y) - 2(E(y))′ Hx E(y) + (E(y))′ E(y)
		  =	 tr(σ2Hx) + (E(y))′ HxE(y) - 2(E(y))′ Hx E(y) + (E(y))′ E(y)
		  =	 σ2p1 + (E(y))′ (I - Hx)E(y) ; p1 = k1 + 1

จาก ทฤษฎีบทที่ 4.6.1 ใน [5] จะได้ว่า

E(y′(I - H) y) =  tr (I - H)σ2  + (E(y))′ (I - H)E(y) หรือ
(E(y))′(I - H)E(y) = E(y′(I - H)y) - tr(I - H)σ2

ดังนั้น

			  φ1	 =	 σ2p1 - σ
2 (n - p1) + E(y′(I - H) y)

				    =	 E(SSE1) - (n - 2p1)σ2	
ในทำ�นองเดียวกัน  

			  φ2	 =	 E[(ŷ - E(y))′(ŷ - E(y))] = E(SSE2) -  
(n - 2p1)σ

2 เมื่อ p2 = k1 + 1 

จากทฤษฎีบทที่ 1 เกณฑ์ซีพีตาม Mallow [6] ได้ว่า    

				      	   

	 	 	และ   
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เกณฑ์ซีพีของสมการที่ 1	   	

		

เกณฑ์ซีพีของสมการที่ 2	 	

	

เกณฑ์ซีพีตัวประมาณค่าของ σ2 ใช้ค่า MSE ของตัวแบบ

เต็มรูป แต่ในกรณีที่หาตัวแบบเต็มรูปไม่ได้ตามที่ได้กล่าว

แล้ว จึงทำ�การปรับเกณฑ์ซีพีของมาล์โลวส์ดังนี้

	 การใช้  แทน σ2 

เนือ่งจาก  ทีน่ยิามให้   

เมือ่ m เป็นจำ�นวนสมการทีต้่องการเปรียบเทยีบ ดงันัน้ตัว

ประมาณค่า 

ให้  เป็นตัวประมาณค่าของ  ดังนั้น

				      		

	 	   และ      	

				      

4.	การพัฒนาสถิติทดสอบ
	 การทดสอบค่าของเกณฑ์ซีพใีนแต่ละตัวแบบว่าตัวแบบ

การถดถอยตัวแบบใดมีค่าเกณฑ์ซีพีไม่แตกต่างไปจากค่า

เกณฑ์ซีพีของตัวแบบที่มีค่าเกณฑ์ซีพีต่ำ�สุด หมายถึง ตัว

แบบเหล่านั้นเพียงพอในการอธิบายตัวแปรตาม ทดสอบ

สมมติฐาน H0 :  =  หรือ H0 :  = pref เทียบ

กับ H1 :  =  หรือ H1 :  = pref ได้ดังนี้

	 จากทฤษฎีบทที่ 1 พิจารณาเกณฑ์ของซีพีที่ปรับของตัว

แบบที่ i

				      	 (14)

เมื่อ SSEi เป็นค่าความคลาดเคลื่อนกำ�ลังสองของตัวแบบ 

การถดถอยที่พิจารณา  เป็นค่าความลาดเคลื่อนเฉลี่ย

กำ�ลังสองต่ำ�สุดของตัวแบบการถดถอยท้ังหมดที่พิจารณา 

n เป็นขนาดตัวอย่าง pi เป็นจำ�นวนพารามิเตอร์ในตัวแบบ

การถดถอยที่พิจารณามีค่าเท่ากับ ki + 1

เกณฑ์ที่ปรับแล้วของตัวแบบอ้างอิง	

				      		

    	 (15)

เมือ่ SSEref เปน็ค่าความคลาดเคลือ่นกำ�ลงัสองของตวัแบบ

อา้งองิ  เป็นคา่ความคลาดเคลือ่นเฉลีย่กำ�ลงัสองต่ำ�สดุ

ของตัวแบบการถดถอยท้ังหมดท่ีพิจารณา n เป็นขนาด
ตัวอย่าง pref เป็นจำ�นวนพารามิเตอร์ในตัวแบบอ้างอิง 

มีค่าเท่ากับ kref + 1
จากสมการที่ (14) และ (15) จะได้

				      	 (16)

				      	 (17)

นำ�สมการ (16) / (17) จะได้

		  		     

		  	

	     

		

ให้ 	 	

	 ทฤษฎีบทที่ 2 ค่าเกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้วของตัวแบบ

อ้างอิงมีค่าเท่ากับ 

พิสูจน์ 

		

			     	  	

     				

โดยอาศัยทฤษฎีบทที่ 2 ตัวสถิติทดสอบเกณฑ์ซีพีที่ปรับ 

จะเท่ากับ
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พิจารณาเกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้ว 

	

	

	 จาก Anderson [3]  มีการแจกแจงแบบเอฟด้วย

องศาอิสระ df, df0 เมื่อ  เป็นตัวประมาณค่าของ  

ของตัวแบบที่ i และ  เป็นตัวประมาณค่าของ  ของ

ตวัแบบจริง ในทีน่ีใ้ช้ตวัประมาณคา่  แทนตวัประมาณ

ค่าของ  ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า  มี

การแจกแจงเอฟโดยประมาณองศาเสรี (Degrees of 

Freedom) dfi, dfref และด้วยพารามิเตอร์ไร้ศูนย์กลาง 

λ เนื่องจากค่าคาดหมายของสถิติทดสอบมีค่าไม่เท่ากับ 0  

ดงันัน้ค่าพารามเิตอร์ไร้ศนูย์กลาง λ มค่ีาเทา่กับ  [9]

ภายใต้สมมุติฐานหลักเป็นจริง  หรือ 

			   			

					 

			 

			 

	  เนื่องจากการแจกแจงแบบเอฟไร้ศูนย์กลาง (Non-

central F Distribution) ประมาณค่ายากเพราะข้ึนกับ

พารามิเตอร์ 3 ตัวที่แตกต่างกัน (v1, v2, λ) จึงได้มีการ
ประมาณคา่การแจกแจงเอฟไร้ศนูย์กลางด้วยการแจกแจง

แบบเอฟ โดยมีความสัมพันธ์กันดังนี้ [11]

				 

เมื่อ  เป็นองศาเสรีของตัวแบบที่

พิจารณาและ ν2 เป็นองศาเสรีของตัวแบบอ้างอิงดังนั้น

จะปฏิเสธ H0 เมื่อ  ที่ระดับนัยสำ�คัญ α ซึ่ง

หมายถึง ตัวแบบที่พิจารณามีค่าของเกณฑ์ซีพีแตกต่างกัน

อย่างมีนัยสำ�คัญ α ตัวแบบท่ีมีเกณฑ์ซีพีสูงหมายถึงตัว

แบบไมเ่พยีงพอทีจ่ะอธบิายตวัแปรตามและ หากไมป่ฏเิสธ

สมมุติฐานหลักแสดงว่าตัวแบบมีค่าของเกณฑ์ซีพีไม่ 

แตกต่างกันสามารถใช้ตัวแบบอธิบายตัวแปรตาม y ได้ 
เช่นเดียวกับตัวแบบอ้างอิง

5.	การจำ�ลองข้อมูล
	 งานวจิยันีศ้กึษากรณตัีวแปรอสิระมกีารแจกแจงเอกรปู 

(Uniform distribution) และความคลาดเคลื่อนมีการ

แจกแจงปกติ (Normal distribution)ที่มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์ 

และความแปรปรวนคงที่โดยมีข้ันตอนในการจำ�ลองข้อมูล 

ดังนี้

	 1)	กำ�หนดประชากร N = 100,000

	 2)	สร้างตัวแปรอิสระและ ความคลาดเคลื่อนดังนี้, 

X1~U(1,15), X2~U(20,70), X3~U(5,30), X4~U(1,70), 
X5~U(35,90), X6~U(25,60), X7~U(15,100), 
X9~U(45,80), ε1~N(0,202), ε2~N(0,252), ε3~U(0,182), 
ε4~N(0,282),	
	 3)	สร้างตัวแปรอิสระท่ีมีความสัมพันธ์เชิงเส้นต่อกัน

คือ X10 = X2 + X3 และ X12 = X3 + X4

	 4)	กำ�หนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย คือ β′1 = 
(-20,1.5,3,2,1.2,0), β′2 = (12,0.2,2,1.6,0), β′3 = 
(-15,3,1.5,4,0), β′4 = (-5,2,3,0) ในการสร้างตวัแปรตาม 
y หรืออีกนัยหนึ่งตัวแปรตาม y จะไม่ข้ึนอยู่กับตัวแปร
อิสระ X5

	 5)	สร้างข้อมูลตัวแปรตามจากตัวแปรอิสระและค่า

คลาดเคลื่อน โดยให้ตัวแปรตามมีลักษณะความสัมพันธ์

เชิงเส้นในพารามิเตอร์กับตัวแปรอิสระซ่ึงตัวแปรอิสระมี

ทั้งตัวแปรที่เก่ียวข้องกับตัวแปรตามและที่ไม่เก่ียวข้องกับ

ตัวแปรตามและ ตัวแปรตามในแต่ละตัวแบบมีค่าเท่ากัน

และให้ตัวแปรอิสระ X5 คือตัวแปรที่ไม่เกี่ยวข้องกับตัวแปร

ตาม y ดังตัวแบบการถดถอยดังนี้
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	 	 สร้างตัวแบบที่ 1 y = β01 + β11 X1 + β21X2 + β31X3 + β41X4 + β51X5 + ε1 

	 	 สร้างตัวแบบที่ 2 ให้ z = β02 + β12 X6 + β22X7 + β42X5 + ε2, X8 = 
	 	 จะได้ตัวแบบที่ 2 คือ y = β02 + β12 X6 + β22X7 + β32X8 + β42X5 + ε2

		

	 	 สร้างตัวแบบที่ 3 ให้ w = β03 + β13 X9 + β23X10 + β43X5 + ε3, X11 = 		

	 	 จะได้ตัวแบบที่ 3 คือ y = β03 + β13 X9 + β23X10 + β33X11 + β43X5 + ε3

	 	 สร้างตัวแบบที่ 4 ให้	t = β04 + β14 X12 + β34X5 + ε4, X13 = 
	 	 จะได้ตัวแบบที่ 4 คือ y = β04 + β14 X12 + β24X13 + β34X5 + ε4

	 6)	สุ่มตัวอย่างขนาด 25, 50 และ 100 แต่ละขนาด

สุ่มซ้ำ�  100 คร้ัง โดยถือว่าตัวอย่างที่สุ่มได้เป็นตัวอย่าง 

สุ่มมาจากตัวแบบทั้ง 4 ตัวแบบ

	 7) พิจารณา 20 ตัวแบบที่ประกอบด้วยตัวแปรอิสระ 

ดังตารางที่ 1 โดยตัวแปรอิสระแบ่งออกเป็น 4 กลุ่ม กลุ่ม

ที่ 1 ประกอบด้วย X1 , X2 , X3 , X4 , X5 กลุ่มที่ 2 ประกอบ

ด้วย X6 , X7 , X8 , X5 กลุ่มที่ 3 ประกอบด้วย X9 , X10 , 
X11 , X5 และ กลุ่มที่ 4 ประกอบด้วย X12 , X13 , X5

	 จากตารางที่ 1 ตัวแบบที่ 1.1-1.5 นำ�ตัวแปรอิสระ

ออก 1 ตัว จากตัวแบบที่ 1, ตัวแบบที่ 2.1-2.4 นำ�ตัวแปร

อิสระออก 1 ตัว จากตัวแบบที่ 2, ตัวแบบที่ 3.1-3.4  

นำ�ตัวแปรอิสระออก 1 ตัว จากตัวแบบที่ 3 และ ตัวแบบ

ที่ 4.1-4.3 นำ�ตัวแปรอิสระออก 1 ตัว จากตัวแบบที่ 4 

ซึ่งไม่ได้พิจารณาทุกตัวแบบที่เป็นไปได้ ผลการศึกษาจึงไม่

สามารถบอกร้อยละของตัวแบบที่ under fit

ตารางที่ 1 ตัวแปรอิสระที่อยู่ในแต่ละตัวแบบ

1 
1 2 3 4 5, , , ,X X X X X 3 

9 10 11 5, , ,X X X X  
1.1 

2 3 4 5, , ,X X X X  3.1 
10 11 5, ,X X X  

1.2 
1 3 4 5, , ,X X X X  3.2 

9 11 5, ,X X X  
1.3 

1 2 4 5, , ,X X X X  3.3 
9 10 5, ,X X X  

1.4 
1 2 3 5, , ,X X X X  3.4 

9 10 11, ,X X X  
1.5 

1 2 3 4, , ,X X X X  4 
12 13 5, ,X X X  

2 
6 7 8 5, , ,X X X X  4.1 

13 5,X X  
2.1 

7 8 5, ,X X X  4.2 
12 5,X X  

2.2 
6 8 5, ,X X X  4.3 

12 13,X X  
2.3 

6 7 5X X X, ,  
2.4 

6 7 8, ,X X X  

ตัวแบบที่ ตัวแปรอิสระ ตัวแบบที่ ตัวแปรอิสระ
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	 การคัดเลือกตัวแบบ

	 คดัเลอืกตวัแบบโดยใช้เกณฑ์ซีพทีีป่รบัแลว้เกณฑ์เอไอซี  

และเกณฑ์บีไอซี หากตัวแบบใดให้ค่าของเกณฑ์ต่ำ�ที่สุด

แสดงว่า ตัวแบบท่ีพิจารณาสามารถอธิบายตัวแปรตาม

ได้	คัดเลือกตัวแบบโดยใช้สถิติทดสอบซีพีที่ปรับแล้ว

โดยคำ�นวณสถิติทดสอบ  ถ้า 

 เมือ่  เป็นค่าสถิตขิองการแจงแจกเอฟ

แบบไร้ศูนย์กลาง แสดงว่า สมการที่พิจารณาไม่สามารถ

อธิบายตัวแปรตามได้

	
6.	ผลการศึกษา
	 ผลการวิจัยนำ�เสนอในรูปแบบของตาราง เพื่อความ

สะดวกในการนำ�เสนอ กำ�หนดสญัลกัษณเ์พือ่ใช้แทนความ

หมายต่างๆ ดังนี้

		  	 หมายถึง เกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้ว

		  AIC	หมายถึง	เกณฑ์เอไอซี

		  BIC	หมายถึง	เกณฑ์บีไอซี

		  Fcal	 หมายถึง	ค่าสถิติทดสอบท่ีได้จากการ

คำ�นวณ

		  Fα	 หมายถึง	ค่าสถิติเอฟจากการเปิดตาราง

ด้วยองศาอิสระ และ 

		  λ	 หมายถึง	ค่าพารามิเตอร์ไร้ศูนย์กลางของ

การแจกแจงเอฟแบบไร้ศูนย์กลาง

		  	 หมายถึง	ค่าสถิติของการแจกแจงเอฟ

แบบไร้ศูนย์กลางที่ระดับนัยสำ�คัญ 

	 ตัวแบบที่ 1 ตัวแบบที่ 2 ตัวแบบที่ 3 และตัวแบบที่ 4 

เป็นตัวแบบที่ over fit ตัวแบบที่ 1.1 ตัวแบบที่ 1.2 ตัว

แบบที่ 1.3 ตัวแบบที่ 1.4 ตัวแบบที่ 2.1 ตัวแบบที่ 2.2 ตัว

แบบที่ 2.3 ตัวแบบที่ 3.1 ตัวแบบที่ 3.2 ตัวแบบที่ 3.3 ตัว

แบบที ่4.1 และตวัแบบที ่4.2 เป็นตวัแบบท่ี misspecified 

ตัวแบบที่ 1.5 ตัวแบบที่ 2.4 ตัวแบบที่ 3.4 และ ตัวแบบ

ที่ 4.3 เป็นตัวแบบที่ถูกต้อง

	 จากตารางที่ 2 พบว่า เกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้ว เกณฑ์เอ

ไอซีและ เกณฑ์บีไอซี เลอืกตัวแบบทีใ่ห้คา่ของเกณฑ์ต่ำ�สดุ

เป็นตัวแบบที่ใช้ในการอธิบายตัวแปรตามได้ คือ ตัวแบบที่ 

3.4

ตารางที่ 2 ตัวอย่างของการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ได้ในการอธิบายตัวแปรตาม

*
pC  AIC BIC calF  *

α=0.01F  *
α=0.05F  *

α=0.1F  

1 45.89 612.72 610.06 1.42 1.09 0.94 0.88 
1.1 48.52 614.12 611.74 1.46 1.07 0.93 0.86 
1.2 567.66 769.88 761.66 6.92 0.23 0.20 0.19 
1.3 108.44 650.07 645.61 2.09 0.75 0.66 0.61 
1.4 265.35 708.33 701.54 3.74 0.43 0.37 0.34 
1.5 46.24 612.46 610.19 1.43 1.09 0.94 0.88 
2 66.23 626.15 623.01 1.64 0.95 0.83 0.77 

2.1 65.47 624.94 622.48 1.64 0.96 0.83 0.77 
2.2 342.04 726.33 720.53 4.52 0.35 0.31 0.29 
2.3 881.82 807.14 800.14 10.14 0.16 0.14 0.13 
2.4 66.01 625.28 622.81 1.65 0.96 0.83 0.77 
3 5.85 577.30 577.64 1.01 1.52 1.32 1.23 

3.1 97.62 643.52 640.24 1.98 0.80 0.69 0.64 
3.2 149.74 667.80 663.60 2.52 0.63 0.55 0.51 
3.3 266.58 707.23 701.86 3.74 0.43 0.37 0.34 
3.4 4.00 575.45 575.70 1.00 1.55 1.35 1.25 
4 100.15 644.84 641.50 2.00 0.79 0.69 0.64 

4.1 641.29 777.04 772.09 7.58 0.21 0.18 0.17 
4.2 568.85 766.67 761.83 6.83 0.23 0.20 0.19 
4.3 98.28 642.91 640.53 1.98 0.80 0.70 0.65 

ตัวแบบที่
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	 สถิติทดสอบซีพีที่ปรับแล้ว α = 0.01 α = 0.05 และ  
α = 0.1 ตัวแปรอิสระที่อยู่ในแต่ละตัวแบบท่ีใช้ในการ
อธิบายตัวแปรตามได้ คือ ตัวแบบที่ 3 และตัวแบบที่ 3.4

	 ตัวแบบท่ีถูกต้องในการจำ�ลอง คือ ตัวแบบท่ี 1.5  

ตัวแบบที่ 2.4 ตัวแบบที่ 3.4 และตัวแบบที่ 4.3 แต่ความ

แปรปรวนของความคลาดเคลือ่นในตัวแบบทัง้ 4 ไมเ่ทา่กัน 

มีค่าเท่ากับ 202, 252, 182 และ 282 ตามลำ�ดับ ดังนั้น

ตัวแบบที่เหมาะสมที่สุดในตัวแบบทั้ง 4 คือ ตัวแบบที่ 3.4 

เพราะมีความแปรปรวนต่ำ�สุด

	 จากตารางที่ 3 พบว่าการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ในการ

อธิบายตัวแปรตามได้ โดยใช้เกณฑ์  เกณฑ์ AIC และ

เกณฑ์ BIC เมื่อขนาดตัวอย่างเพิ่มข้ึนถึงระดับหนึ่งแล้ว 

ร้อยละการคัดเลือกตัวแบบที่ถูกต้องจากเกณฑ์ท้ังสามจะ

ไม่เพิ่มขึ้นอีกต่อไป ผลการคัดเลือกจากเกณฑ์ทั้ง 3 เป็นไป

ตามที่คาดหวัง คือ คัดเลือกตัวแบบที่ 3.4 ในร้อยละสูงสุด

ตารางท่ี 3	 ร้อยละการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ได้ในการอธิบายตัวแปรตามโดยใช้เกณฑ์,  

	 	 	 	 และ ตามขนาดตัวอย่าง

25n =  50n =  100n =   
*
pC  AIC BIC *

pC AIC BIC *
pC  AIC BIC 

1 5 7 6 0 1 0 0 0 0 

1.1 3 2 2 0 0 0 0 0 0 

1.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1.4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1.5 4 5 2 1 0 1 1 1 1 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 

2.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.4 3 3 3 1 1 1 0 0 0 

3 19 19 13 15 18 9 18 19 19 

3.1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3.4 63 61 70 82 79 88 81 80 80 

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4.1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4.3 2 2 3 2 0 0 0 0 0 

ตัวแบบที่
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	 จากตารางที่ 4 พบว่าการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ในการ

อธบิายตัวแปรตามได้ โดยใช้สถิตทิดสอบซีพท่ีีปรบัแลว้เมือ่

ทดสอบสมมุติฐาน H0 :  = , H1 :  =  เพื่อ

คน้หาตวัแบบอืน่ทีอ่าจใช้แทนตวัแบบที ่3.4 ซ่ึงเปน็ตวัแบบ

ที่ถูกต้องได้ ในระดับนัยสำ�คัญ α = 0.01 α = 0.05 และ  
α = 0.1 ผลปรากฏว่า เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากับ 25 สถิติ
ทดสอบซีพีที่ปรับแล้วโดยใช้ α = 0.01 α = 0.05 และ  
α = 0.1 ผลการทดสอบสมมุติฐานคัดเลือกตัวแบบที่ใช้
ในการอธิบายตัวแปรตามได้แทนตัวแบบที่ 3.4 คือ ตัว

แบบที่ 3 โดยมีตัวแปรอิสระที่ไม่เกี่ยวข้องกับตัวแปรตาม

เพิ่มขึ้น 1 ตัว ในอัตราที่ใกล้เคียงกับการคัดเลือกตัวแบบ

ที่ถูกต้อง เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากับ 50 และ 100 ผลการ

ทดสอบสมมุติฐานก็คัดเลือกตัวแบบที่ 3 ในอัตราที่เพิ่มขึ้น 
และอัตราเดียวกันกับตัวแบบท่ีถูกต้อง อนึ่งการทดสอบ

สมมุติฐานก็ยังปฏิเสธสมมุติฐานหลักในกรณีตัวแบบที่ 1.5 

ตัวแบบที่ 2.4 และตัวแบบที่ 4.3 เช่นกันผลการทดสอบ

สมมุติฐานโดยใช้สถิติทดสอบซีพีท่ีปรับแล้วสรุปได้ว่า  

ร้อยละการคัดเลือกตัวแบบที่ 1.5 ตัวแบบที่ 2.4 ตัวแบบ

ท่ี 3.4 และตัวแบบท่ี 4.3 เรียงตามลำ�ดับของค่าความ

แปรปรวนของความคลาดเคลื่อน และร้อยละของการคัด

เลือกตัวแบบท่ี 1.5 ตัวแบบท่ี 2.4 และตัวแบบที่ 4.3 

ตลอดจนร้อยละของการคัดเลือกตัวแบบที่ over fit และ 

misspecified ก็ลดลงเมื่อขนาดตัวอย่างเพิ่มขึ้น และเมื่อ

ระดับนัยสำ�คัญเพิ่มขึ้นร้อยละการคัดเลือกตัวแบบที่ over 

fitและ misspecified ก็ลดลงเช่นกัน ทิศทางดังกล่าวเป็น
ทิศทางท่ีควรจะเป็นตามท่ีปรากฏในทฤษฎีการวิเคราะห์

การถดถอย

25n =  50n =  100n =  

α = 0.01  α = 0.05  α = 0.1 α = 0.01  α = 0.05  α = 0.1 α = 0.01  α = 0.05  α = 0.1 

1 46 31 21 23 13 7 8 5 4 

1.1 41 21 13 14 7 4 2 1 0 

1.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1.3 12 4 2 1 0 0 0 0 0 

1.4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1.5 46 26 20 27 13 9 9 6 3 

2 22 10 6 7 3 2 0 0 0 

2.1 24 12 6 4 3 2 0 0 0 

2.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2.4 22 11 7 7 3 3 0 0 0 

3 96 92 91 99 99 99 100 99 99 

3.1 4 2 1 0 0 0 0 0 0 

3.2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 

3.3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3.4 95 94 91 99 99 99 100 100 99 

4 10 4 4 2 0 0 0 0 0 

4.1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4.2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4.3 9 6 3 3 0 0 0 0 0 

ตัวแบบที่

รอยละของตัวแบบที่ใชใน
การอธิบายตัวแปรตามได

รอยละของตัวแบบที่ใชใน
การอธิบายตัวแปรตามได

รอยละของตัวแบบที่ใชใน
การอธิบายตัวแปรตามได

ตารางที่ 4	รอ้ยละของกลุม่ตัวแบบทีใ่ช้ไดใ้นการอธบิายตวัแปรตาม โดยใช้สถิตทิดสอบซีพท่ีีปรับแลว้  

	 	 	 	 ตามขนาดตัวอย่าง
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7.	สรุปและอภิปราย
	 ผลการเปรียบเทียบร้อยละการคัดเลือกตัวแบบโดย

เกณฑ์ซีพีท่ีปรับแล้ว เกณฑ์เอไอซี และเกณฑ์บีไอซี จะ 

พบว่า เมื่อขนาดตัวอย่างเพิ่มข้ึน เกณฑ์ซีพีท่ีปรับแล้ว 

เกณฑ์เอไอซี และเกณฑ์บีไอซี มีร้อยละของการคัดเลือก

ตัวแบบได้ตัวแบบท่ีถูกต้องสูงข้ึน ร้อยละของการคัดเลือก

ตัวแบบที่ misspecified ลดลง	

	 สถิติทดสอบซีพีท่ีปรับแล้ว สามารถคัดเลือกตัวแบบ 

ที่ใช้ในการอธิบายตัวแปรตามได้ถูกต้องมากข้ึนเมื่อขนาด

ตัวอย่างใหญ่พอ ซ่ึงสอดคล้องกับสถิติทดสอบซีพี ของ 

พลากร สีน้อย [1] แต่ทดลองภายใต้สถานการณ์ที่แตกต่าง 

กัน คือ สถิติทดสอบซีพี สร้างข้ึนจากเกณฑ์ซีพีปกติ ที่

ตัวแปรอิสระไม่มีความสัมพันธ์กันและไม่มีปัญหาในการ

คำ�นวณหาเมทริกซ์ผกผนั  และคา่เฉลีย่ความคลาดเคลือ่น

กำ�ลังสองของตัวแบบเต็มรูปหาค่าได้ 

	 เมื่อพิจารณาความแตกต่างระหว่างเกณฑ์และสถิติ

ทดสอบการคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ในการอธิบายตัวแปรตาม

ได้จะเห็นว่าสถิติทดสอบซีพีท่ีปรับแล้วให้ผลการคัดเลือก

ตัวแบบที่ใช้ในการอธิบายตัวแปรตามได้เป็นตัวแบบที่ 

3.4 มากกว่าการคัดเลือกตัวแบบด้วยเกณฑ์ซีพีที่ปรับแล้ว 

เกณฑ์เอไอซีและ เกณฑ์บีไอซีเพราะสถิติทดสอบทีไ่ด้เสนอ

จะคัดเลือกตัวแบบที่ใช้ในการอธิบายตัวแปรตามได้โดย

การทดสอบความมีนัยสำ�คัญในการคัดเลือกแต่เกณฑ์ซีพี 

เกณฑ์เอไอซีและ เกณฑ์บีไอซี จะคัดเลือกตัวตัวแบบที่ใช้

ในการอธิบายตัวแปรตามได้โดยพิจารณาจากค่าต่ำ�สุด
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