
239วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 37 ฉบับที่ 2 เมษายน - มิถุนายน 2557

บทคัดย่อ

	 บทความนี้นำาเสนอผลตอบสนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลม

ที่มีความสมมาตรตามแนวแกนติดตั้งในทะเลลึกโดยใช้ทฤษฎีเมมเบรน	 การคำานวณหารูปทรงเรขาคณิตของโครงสร้าง

เปลือกบางจะอาศัยหลักการของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์	 การศึกษาครั้งนี้จะจำาลองโครงสร้างเปลือกบางด้วยช้ินส่วนของ

คานแบบ	 1	 มิติ	 โดยทำาการแบ่งเป็นช้ินส่วนย่อยๆ	 ในระบบพิกัดเชิงข้ัวแบบทรงกลม	 สำาหรับฟังก์ช่ันพลังงานของ

ระบบโครงสร้างเปลือกบางสามารถสร้างได้จากหลักการของงานเสมือนในเทอมของค่าการเสียรูปและเขียนในรูปแบบท่ี 

เหมาะสม	การเสยีรปูทางสถิตศาสตรข์องโครงสร้างเปลอืกบางสามารถคำานวณไดโ้ดยใช้วธิไีฟไนตเ์อลเิมนต์แบบไมเ่ชงิเสน้ 

ซ่ึงผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขสามารถแก้ได้โดยใช้วิธีกระบวนการทำาซ้ำา	 ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขท่ีแสดงค่าการเสียรูป

ของโครงสร้างเปลือกบางแบบคร่ึงทรงกลมที่เกิดจากการเปลี่ยนแปลงเง่ือนไขของฐานรองรับ,	 อัตราส่วนความลึกของ

ระดับน้ำาทะเล	และอัตราส่วนความยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบางได้นำาเสนอในบทความนี้		
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 This paper presents a nonlinear static analysis of a deep water axisymmetric half drop shell by 
using membrane theory. Differential geometry is introduced in order to compute the shell geometry. In this 
study, the shell is simulated using one-dimensional beam elements described in spherical polar coordinates. 
Energy functional of the shell is derived from the principle of virtual work in terms of displacements and 
it is expressed in the appropriate forms. The static deformed configuration of the shell can be obtained 
by using the nonlinear finite element method in which the numerical solutions are solved by using the 
iterative procedure. The effects for different boundary supported conditions, sea water depth ratios, and  
radius-to-thickness ratios on the displacement of the half drop shell are presented in this paper.
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1. บทนำ�
	 โครงสร้างเปลือกบาง	 (shell	 structures)	 ถูกนำามา

ใช้งานกันอย่างแพร่หลายท้ังในอดีตและปัจจุบันเนื่องจาก

โครงสร้างประเภทนี้มีประสิทธิภาพสูงสามารถต้านทาน

แรงกระทำาจากภายนอกได้เป็นอย่างดี	 [1]	 โดยเฉพาะ 

อย่างย่ิงกับโครงสร้างเปลือกบางท่ีมีความสมมาตรตาม

แนวแกน	 (axisymmetric	 shells)	 ซ่ึงเป็นท่ีนิยมใช้ใน

วิศวกรรมหลายแขนง	 อาทิเช่นวิศวกรรมโครงสร้าง,	

วิศวกรรมเคร่ืองกล,	 วิศวกรรมการบิน,	 วิศวกรรมทาง

ทะเล	 และวิศวกรรมนอกชายฝั่งทะเล	 เป็นต้น	 [2-6]	

นอกจากนี้ยังสามารถประยุกต์ใช้ในงานทางด้านกลศาสตร์

ชีวภาพ	(biomechanics)	ซึ่งนำาไปใช้เป็นแบบจำาลองของ

กระจกตา	(cornea)	และสมอง	(brain)	ของมนุษย์ได้เช่น

เดียวกัน	[7-9]

	 จากการศึกษางานวิจัยในอดีตที่เก่ียวข้องกับโครงสร้าง

เปลือกบางที่มีความสมมาตรตามแนวแกนได้แก่งานวิจัย 

ของ	 Spotts	 [10],	 Langhaar	 [11],	 Horvay	 และ 

คณะ	[12],	Timoshenko	และ	Krieger	[13],	Flügge	[14],	 
Goldenveiser	[15],	และ	Kraus	[16]	จะพบว่าบางส่วน 

ของงานวิจัยเหล่านี้จะใช้วิธีการวิเคราะห์	 (analytical	

method)	 ในการแก้ปัญหา	 แต่วิธีการนี้จะสามารถใช้ได้

เฉพาะโครงสร้างเปลือกบางท่ีเป็นปัญหาอย่างง่ายๆ	 แต่

สำาหรับโครงสร้างเปลือกบางที่มีความซับซ้อนส่วนมากจะ

นยิมเลอืกใช้วีธีการเชิงตวัเลขมาแก้ปัญหาดังกลา่ว	เช่น	วิธี

ผลต่างสืบเนื่อง	(finite	difference	method),	วิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์,	วิธียิงเป้าและวิธีการบาวดารีอินทิกรัล	 เป็นต้น	

โดยเฉพาะอย่างย่ิงสำาหรับวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ซ่ึงเป็นวิธีที่

กำาลังได้รับความนิยมในการแก้ปัญหาทางด้านวิศวกรรม

ในปัจจุบัน	 อาทิเช่น	 งานวิจัยของ	 Peshkam	 และ	 

Delpak	[17,	18]	ซึ่งได้ทำาการพัฒนาวิธีการวิเคราะห์โดย

การแปรผันเพื่อศึกษาพฤติกรรมแบบไม่เป็นเชิงเส้นของ

โครงสร้างเปลือกบางที่หมุนรอบแกน	(rotational	shells)	

โดยทีส่มการจะอาศยัหลกัการแปรผนักำาลงัสองของสมการ

พลังงานศักย์รวมและใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการแก้

ปัญหา	 และในงานวิจัยของ	 Polat	 และ	 Calayir	 [19]	

ได้นำาเสนอสมการสำาหรับใช้ในการตรวจสอบโครงสร้าง

เปลือกบางโดยอาศัยหลักการของวิธีโททอลลากรองจ์	 

(total	 Lagrangian	 approach)	 และใช้วิธีอินทิเกรต

โดยตรงของนิวมาร์ค	 (Newmark	 integration)	 และ

กระบวนการนิวตัน-ราฟสันในการหาคำาตอบเชิงตัวเลข

	 สำาหรับงานวิจัยที่เก่ียวข้องกับโครงสร้างเปลือกบางท่ี

นำามาใช้ในงานทางด้านวิศวกรรมนอกชายฝ่ังถูกนำาเสนอ

โดย	Willson	และคณะ	[20]	โดยทำาการศึกษาโครงสร้าง

เปลือกบางรูปทรงห่วงยาง	 (toroidal	 shell)	 ติดต้ังอยู่

ในทะเล	 ซ่ึงลักษณะของโครงสร้างประเภทนี้คือจะไม่มี

การตัดกันรอบแกนหมุน	 (axis	 of	 revolution)	 ต่อมา	 

Royles	และ	Llambias	 [21]	 ได้ทำาการศึกษาความเป็น

ไปไดส้ำาหรับการติดต้ังถังรบัแรงดันทีบ่รรจปิุโตรเลยีมเหลว	

(LNG)	 ซ่ึงวางอยู่ใต้น้ำา	 หลังจากนั้น	 Yasuzawa	 [22]	

ได้ทำาการศึกษาโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลม

ที่มีความสมมาตรตามแนวแกนติดตั้งในน้ำาโดยใช้ทฤษฎี

เมมเบรนในการวิเคราะห์	 ซ่ึงจะพบว่าค่าการเสียรูปและ

ค่าความเค้นของเมมเบรนจะมีค่าสม่ำาเสมอตลอดแนวเส้น

เมอร์ริเดียนยกเว้นตรงบริเวณฐานรองรับ

	 สำาหรับวัตถุประสงค์ของงานวิจัยในครั้งนี้คือเพื่อนำา

เสนอถึงผลตอบสนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้น

ของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัดแบบครึ่งทรงกลมที่มี

ความสมมาตรตามแนวแกนรองรับแรงดันน้ำาสถิตแบบ

เชิงเส้น	 โดยในการศึกษาครั้งนี้จะรวมผลของค่าการเสีย

รูปและการหมุนที่มีขนาดใหญ่เข้าไปในสมการ	ซึ่งลักษณะ

ปัญหาดังกล่าวจะสามารถเขียนได้ในรูปแบบการแปรผัน	

(variational	form)	โดยใช้ทฤษฎีของเชลล์	[1]	และเขียน

ในรูปแบบที่เหมาะสม	[23]	ซึ่งจะสะดวกในแก้ปัญหาแบบ

ไม่เป็นเชิงเส้นและลดเวลาท่ีใช้ในการคำานวณลง	 การ

เสียรูปทางสถิตศาสตร์ของโครงสร้างเปลือกบางสามารถ

คำานวณได้โดยใช้หลักการของงานเสมือน	 [24]	 และวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์	 สำาหรับระบบสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

สามารถแก้ได้โดยใช้วิธีกระบวนการทำาซ้ำา	 (iterative	 

process)	 โดยท่ีการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบางเมื่อ

รับแรงดันน้ำาสถิตแบบเชิงเส้นเป็นสิ่งที่ต้องคำานวณหา

2. สมมติฐ�นที่ใช้ในก�รวิเคร�ะห์
	 2.1		วัสดุของโครงสร้างเปลือกบางมีคุณสมบัติยืดหยุ่น

แบบเชิงเส้น	(linearly	elastic)

	 2.2		ความหนาของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าคงท่ีและ

ไม่มีการเปลี่ยนแปลงทั้งก่อนและหลังการเสียรูป
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	 2.3		น้ำาหนักของโครงสร้างเปลือกบางจะสมมติว่ามีค่า

น้อยมากเมื่อเปรียบเทียบกับค่าแรงดันสถิตของน้ำาจึงไม่นำา

มาพิจารณา

	 2.4		 เง่ือนไขของฐานรองรับจะสมมติให้เป็นแบบยึด

หมุนและยึดแน่นอย่างสมบูรณ์แบบที่บริเวณพื้นทะเล

3. รูปทรงเรข�คณิตของโครงสร้�งเปลือกบ�ง
	 กำาหนดให้	X, Y, Z	คือระบบพิกัดฉาก	 (rectangular	
coordinate)	และ	S	คอืพืน้ผวิอา้งองิของโครงสรา้งเปลอืก
บางที่ตำาแหน่งกึ่งกลางของความหนา	 (middle	 surface)	 

ดังแสดงในรูปที่	 1	 ซ่ึงสามารถนิยามได้ด้วยสมการ	 

X = X (x,	y),	Y = Y (x,	y)	และ	Z = Z (x,	y)	เมื่อ	(x,	y)  
คือค่าพารามิเตอร์ของพื้นผิว	(surface	parameters)	โดย

วัดตามแนวเส้นพิกัดเมอร์ริเดียนและเส้นพิกัดลองจิจูด	

ตามลำาดับ	 สำาหรับกรณีที่พื้นผิวมีความสมมาตรตามแนว

แกน	จะเกิดการเปลีย่นแปลงเฉพาะเสน้เมอร์ริเดียนเท่านัน้	 

ดงันัน้เมือ่กำาหนดให้ตำาแหนง่จดุใดๆ	บนพืน้ผวิ	S	จงึสามารถ
นิยามได้ด้วยสมการเวคเตอร์	 	 และเวคเตอร์

ระบุตำาแหน่ง	 	จะสามารถนิยามได้โดยใช้รัศมีของวงกลม

ในแนวขนาน	r	ดังสมการ

            (1)
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ทิศทางในแนวเมอรริเดียน

วงกลมในแนวขนาน

รูปที่ 1	พื้นผิวอ้างอิงของโครงสร้างเปลือกบาง

เมื่อ	r = r(x)	และ	z = z(x)	โดยที่ผลรวมเชิงอนุพันธ์ของ
ความยาวชิ้นส่วน	 	สามารถหาได้ดังสมการ

        (2)

ในที่นี้ตัวห้อย	 x	 และ	 y	 แสดงถึงอนุพันธ์ย่อยตามแนว
ระบบพิกัดของโครงสร้างเปลือกบาง	 ดังน้ันความยาวของ

ชิ้นส่วน	ds	สามารถหาได้จากสมการ

        (3)

จากหลกัการเรขาคณติเชิงอนพุนัธ	์(differential	geometry)	 

จะได้ว่ารูปแบบพื้นฐานอันดับหนึ่ง	 (first	 fundamental	

form)	ของพื้นผิวอ้างอิง	S	จะสามารถแสดงส่วนประกอบ
ของเมตริกซ์เทนเซอร์	 (metric	 tensor)	 ได้ดังสมการต่อ

ไปนี้
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        (4)

         (5)

          (6)

และรูปแบบพื้นฐานอันดับสอง	 (second	 fundamental	

form)	ของพืน้ผวิอา้งองิ	S	แสดงสว่นประกอบของเมตรกิซ์ 
ความโค้ง	(metric	curvature)	ได้ดังสมการต่อไปนี้

         

        (7)

                 

       (8)

                  

       (9)

เมือ่	 	คอืเวคเตอร์ในแนวต้ังฉากกับพืน้ผวิอา้งองิ	S	ซ่ึงจะมี
ค่า	 	โดยที	่  

และค่าความโค้งหลัก	(principal	curvatures)	 	ของพื้น

ผิวอ้างอิง S สามารถหาได้ดังสมการ

        (10)

ในกรณีของโครงสร้างเปลือกบางที่มีความสมมาตรตาม

แนวแกนจะพบว่าเส้นโค้งหลักจะซ้อนทับกับเส้นพิกัด	

แสดงว่าค่า	F = f = 0	ดังนั้นจากสมการที่	(10)	จะได้ค่า
ความโค้งหลัก	κ1 = e / E	และ	κ2 = g / G 

4. ก�รเสียรูปของโครงสร้�งเปลือกบ�ง
	 เม่ือโครงสร้างเปลือกบางเกิดการเสียรูปจะทำาให้พื้นผิว

อ้างอิง S เคลื่อนที่ไปยังพื้นผิวที่ตำาแหน่งใหม่	 S*	 ดังนั้น

เวคเตอร์ระบุตำาแหน่ง	 	 บนพื้นผิวท่ีเกิดการเสียรูป	 S* 

โดยอ้างอิงจากตำาแหน่งของเวคเตอร์ระบุตำาแหน่ง	 	 บน

พื้นผิวที่อ้างอิง	S	ที่ตำาแหน่งเดียวกันคือ	

    (11)

เม่ือ	 	คือเวคเตอร์ของระยะการเสียรูปจากพื้นผิวอ้างอิง  

   S	ไปยังพื้นผิวที่เกิดการเสียรูป	S*

   u คอืคา่การเสยีรปูตามแนวสมัผสักับเสน้เมอรร์เิดียน
  w	คือค่าการเสยีรปูในแนวต้ังฉากกับเสน้เมอร์รเิดยีน

กำาหนดให้	 	และ	 	ดังนั้น	 	และ	   

สามารถเขียนได้ดังนี้

 (12)

                

 (13)

สำาหรับสว่นประกอบของเมตรกิซ์เทนเซอร์ของพืน้ผวิทีเ่สยี

รูป	S*	สามารถแสดงได้ดังสมการต่อไปนี้

(14)

         

 (15)

        

 (16)

xr
E

yr
Gds

n̂

*n̂
*ds

r

q

R

 

Z

X

Y

พื้นผิวที่เสียรูป (S*)

พื้นผิวอางอิง (S)

รูปท่ี 2	การเสียรูปและเวคเตอร์ระบุตำาแหน่งของโครงสร้าง 

	 	 เปลือกบาง
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5. คว�มสมัพนัธ์ระหว�่งคว�มเครยีดกบัระยะก�ร 
เสียรูป
	 เมื่อพิจารณาความยาวช้ินส่วนใดๆ	 บนพื้นผิวอ้างอิง			

S ซึ่งมีระยะ	ds	จะสามารถคำานวณได้จากสมการ

         

   (17)

เมื่อชิ้นส่วนเกิดการเสียรูปจะทำาให้ระยะความยาว	ds	จะ
เปลี่ยนเป็น	ds*	โดยสามารถคำานวณได้จากสมการ

   (18)

ดังนั้นค่าความเครียดของความยาวช้ินส่วนในทิศทางของ

ระบบพิกัดซ่ึงสามารถนิยามได้จากการเปลี่ยนแปลงความ

ยาวเวคเตอร์ของช้ินส่วนในรูปยกกำาลังสองเทียบกับความ

ยาวของชิ้นส่วนที่สภาวะก่อนการเสียรูป	[25]	โดยเขียนใน

เทอมของเมตริกซ์เทนเซอร์	ดังสมการต่อไปนี้

   (19)

         

   (20)

ซ่ึงค่าความเครียดดังกล่าวข้างต้นนี้จะแตกต่างจากค่า

ความเครียดทางวิศวกรรม	(engineering	strain)	εe	ซึ่ง

จะมีค่า	εe = (ds* / ds) - 1 ดังนั้น	ε = εe + (εe
2 / 2)	และ

เมื่อแทนค่าจากสมการที่	 (14)	 ถึง	 (16)	 ลงไปในสมการ

ที่	 (19)	 และ	 (20)	 จะได้สมการสำาหรับคำานวณหาค่า

ความเครียดดังต่อไปนี้

 

(21)

 (22)

กำาหนดให้	 {g}T =  u w ux wx  ดังนั้นค่าความเครียด
สามารถแบ่งออกได้เป็นสองส่วนคือส่วนที่เป็นเชิงเส้นและ

ไม่เป็นเชิงเส้น	 โดยสามารถเขียนในรูปแบบดัชนี	 (index	

form)	ได้ดังนี้

   (23)

เมื่อ	 	และ	 	คือเวคเตอร์และเมตริกซ์สมมาตร	ตาม

ลำาดับ

6. พลังง�นคว�มเครยีดของโครงสร�้งเปลือกบ�ง
	 พลงังานความเครียด	U	สำาหรบัโครงสรา้งทีม่คุีณสมบัต ิ

ยืดหยุ่นแบบเชิงเส้นทั่วไปสามารถแสดงได้ดังสมการ

   (24)

ในที่นี้			      (25)

เมื่อ	 [C′]	คอืเมตรกิซ์คณุสมบัติของวัสดโุครงสรา้งเปลอืก 

	 	 	 บาง

  t คือความหนาของโครงสร้างเปลือกบาง	

    E′ คือโมดูลัสยืดหยุ่น

    v คืออัตราส่วนปัวส์ซอง

สำาหรับพลังงานความเครียด	U	ในสมการที่	(24)	สามารถ

เขียนในรูปแบบดัชนี	ได้ดังสมการ

    (26)

ในที่นี้	Cij = Cji	ดังนั้นเมื่อแทนค่าจากสมการที่	(23)	ลง

ไปในสมการที่	 (26)	 จะได้สมการสำาหรับคำานวณหาค่า

ความเครียดดังต่อไปนี้

 

  (27)

เมื่อ	 ,	 	และ	 	คือฟังก์ชั่นในเทอมของ	{g} 
ซ่ึงมีดีกรีกำาลังสอง,	 กำาลังสาม,	 และกำาลังสี่	 ตามลำาดับ	 

ดังนั้นค่าพลังงานความเครียดสามารถเขียนได้ในรูปแบบที่

เหมาะสม	[23]	ดังสมการ

 

  (28)
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ในที่นี้		   (29)

     (30)

    (31)

จากสมการที่	(29)	ถึง	(31)	จะพบว่าเมตริกซ์	k,	n1	และ	

n2	 เป็นเมตริกซ์สมมาตร	 และการแปรผันของพลังงาน

ความเครียด	δU	สามารถคำานวณได้จากสมการ

 

 (32)

7. ง�นเสมือนทีเ่กดิจ�กแรงดนัน้ำ�สถติแบบเชงิเสน้
	 แรงดันน้ำาสถิตแบบเชิงเส้นท่ีกระทำาในแนวต้ังฉาก

กับพื้นผิวของโครงสร้างเปลือกบางสามารถคำานวณได้ดัง

สมการ

         

   pw = ρwgZw  (33)

เมื่อ	ρw คือค่าความหนาแน่นของน้ำาทะเล

   g คือค่าแรงโน้มถ่วงของโลก

   Zw คือระยะในแนวดิ่งวัดจากระดับผิวน้ำาทะเล	

ดงันัน้งานเสมอืนเนือ่งจากแรงดนัน้ำาสถิตแบบเชิงเสน้	δΩ   

สามารถคำานวณได้จากสมการ

    (34)

เนื่องจาก	 pw	 เป็นค่าแรงดันน้ำาซ่ึงเป็นแรงไม่อนุรักษ์	

(nonconservative	 force)	 ติดตามการเสียรูปคือใน

ทิศทางตั้งฉากกับโครงสร้างตลอดเวลาตามหลักการของ

งานเสมือน	(virtual	work	หรือ	virtual	displacement)	

ในการพิจารณา	 δΩ	 เป็นการพิจารณาการแปรเปลี่ยน

การเคลื่อนที่	δw	ดังนั้นจึงไม่จำาเป็นต้องพิจารณาการแปร

เปลี่ยนของ	pw	หรือ	δpw 

8. ผลรวมของง�นเสมือน
ผลรวมของงานเสมือนสำาหรับระบบโครงสร้างเปลือกบาง

ได้มาจากการรวมผลการแปรผันของพลังงานความเครียด

และงานเสมือนเนื่องจากแรงดันน้ำาสถิตแบบเชิงเส้น	 ซ่ึง

สามารถแสดงได้ดังสมการ

         

    (35)

ดังนั้นเมื่อแทนค่าจากสมการที่	 (32)	และ	 (34)	ลงไปใน

สมการที่	(35)	จะสามารถแสดงได้ดังนี้

      (36)

จากสมการข้างต้นจะพบว่าสมการดังกล่าวเขียนอยู่ในรูป

ของเทอมไร้มติคิอ่นข้างสงู	ซ่ึงมคีวามยุ่งยากซับซ้อนในการ

คำานวณหาคา่ผลเฉลยแมน่ตรง	ดงันัน้จงึมคีวามจำาเป็นตอ้ง

ใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาผลลัพธ์เชิงตัวเลข

9. วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
	 ในการแก้ปัญหาโดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์	 จะต้อง

ทำาการแบ่งโครงสร้างเปลือกบางออกเป็นช้ินส่วนย่อยๆ	

ตามแนวพิกัด	 x	 ดังแสดงในรูปที่	 3	 ดังนั้นเมื่อพิจารณา

ช้ินส่วนใดๆ	 จะได้ว่าค่าการประมาณค่าการเคลื่อนที่	 ณ	

จุดต่างๆ	 บนช้ินส่วนย่อยจะสามารถทำาได้โดยการกำาหนด

ให้แต่ละจุดขั้วของชิ้นส่วนย่อยมีดีกรีอิสระเท่ากับ	4	และ

ใช้ฟังก์ชั่นโพลีโนเมียลอันดับที่สาม	 (cubic	 polynomial)	

เป็นฟังก์ชันการเคลื่อนที่เพื่อหาฟังก์ช่ันรูปร่าง	 (shape	

functions)	 และประมาณค่าการเสียรูปในแนวสัมผัส	 u 
และแนวตั้งฉาก	w	ดังสมการ
         

  {g} = [ѱ]{d} (37)

ในที่นี้		{d}T = u(0) w(0) ux(0) wx(0) u(α) w(α)  ux(0)  
    wx(α)   (38)
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เมื่อ	{g}	คือเวคเตอร์การเคลื่อนที่ที่จุดต่อ
   [ѱ]  คอืเมตริกซ์ฟงัก์ช่ันรูปร่างโพลโีนเมยีลอนัดบัทีส่าม 
  {d}  คือเวคเตอร์ของดีกรีอิสระที่จุดต่อ

ดังนั้นเมื่อแทนค่าสมการที่	(37)	ลงไปในสมการที่	(36)	จะ

สามารถแสดงได้ดังนี้

r̂i

k̂
1x
x

2x

Z

w

u

r

φ
α

       (39)

รูปที่ 3	ชิ้นส่วนทั่วไปและระยะพิกัด

ในที่นี้		  (40)

เนื่องจากดีกรีอิสระเฉพาะที่	(local	degree	of	freedom)	 

{d} เหมือนกับดีกรีอิสระรวม	(global	degree	of	free-
dom)	 {Q}	 ดังนั้นผลรวมของงานเสมือนสำาหรับระบบ
โครงสร้างเปลือกบางสามารถรวมได้โดยตรงโดยใช้สมการ

ที่	(39)	ซึ่งจะสามารถแสดงได้ดังนี้

  

 (41)

	 เนื่องจากโครงสร้างเปลือกบางที่มีความสมมาตรตาม

แนวแกนถูกนำามาพิจารณา	 ดังนั้นเง่ือนไขขอบเขตที่

ตำาแหน่งบนสุดของโครงสร้างเปลือกบางจะมีค่าดังนี้

   u = 0, wx = 0  (42)

สำาหรับเง่ือนไขทีบ่ริเวณฐานรองรับจะพจิารณาให้เป็นแบบ

ยึดหมนุอย่างสมบูรณแ์บบท่ีบริเวณพืน้ทะเล	โดยกำาหนดให้

   u = 0, w = 0 (43)

สำาหรับเง่ือนไขทีบ่ริเวณฐานรองรับจะพจิารณาให้เป็นแบบ

ยึดแนน่อย่างสมบรูณแ์บบทีบ่รเิวณพืน้ทะเล	โดยกำาหนดให้ 

   u = 0, w = 0, wx = 0 (44)

โดยที่ระบบสมการไม่เป็นเชิงเส้นดังแสดงในสมการที่	

(41)	จะต้องทำาการกำาหนดเงื่อนไขขอบเขตเนื่องจากความ

สมมาตรตามแนวแกนจากสมการที่	(42)	พร้อมทั้งเงื่อนไข

ของฐานรองรบัจากสมการท่ี	(43)	หรือ	(44)	จงึจะสามารถ

คำานวนหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขได้ด้วยวิธีกระบวนการทำาซ้ำา	

(iterative	procedure)

10. ตัวอย่�งก�รวิเคร�ะห์และผลลัพธ์เชิงตัวเลข
	 ในการนำาเสนอสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของทฤษฎีของ

โครงสรา้งเปลอืกบางไร้แรงดดั	(membrane	shell	theory)	 

จึงได้มีการศึกษาถึงพฤติกรรมของโครงสร้างเปลือกบาง

แบบครึ่งทรงกลมที่มีความสมมาตรตามแนวแกนติดต้ังใน

ทะเลลึกดังแสดงในรูปที่	4	ซึ่งลักษณะของปัญหาดังกล่าว

สามารถคำานวณหาคำาตอบเชิงตัวเลขได้โดยการประยุกต์

ใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ของ	 Goan	 [26]	 และทำาการ

ดดัแปลงกระบวนในการแก้ปญัหาโดยเลอืกใช้ตวัแปรอสิระ

เปน็พกัิด		ในการแก้ปัญหาดว้ยวิธไีฟไนต์เอลเิมนต	์และใน

การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์จะ

ทำาได้โดยการเปรียบเทียบกับสูตรของ	Roark	[27]	สำาหรับ

กรณทีีโ่ครงสรา้งเปลอืกบางแบบทรงกลมรับแรงดนัภายใน

และภายนอกแบบสม่ำาเสมอคงที่คือ

         

    (45)

เมื่อ	p	คือค่าแรงดันคงที่
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w wgZρ

0Z

Z

wZ

dx

H

x a

 

S.W.L.

r

กำาหนดให้แรงดันภายในคงที่มีค่า	 0.5	 เมกะปาสคาลและ

คุณสมบัติของโครงสร้างเปลือกบางสำาหรับการคำานวณใน

คร้ังนี้จะใช้ข้อมูลดังแสดงในตารางที่	 1	 ซ่ึงพบว่าค่าที่ได้

ตรงกันดังแสดงในตารางที่	 2	 และจากนั้นทำาการทดสอบ

ค่าการคำานวณเพื่อหาค่าจำานวนชิ้นส่วนย่อยที่มีความ

เหมาะสม	 โดยทำาการแบ่งช้ินส่วนย่อยตรงบริเวณฐาน

รองรับออกเป็น	 2	 และ	 3	 ช้ินส่วนย่อย	 จะได้ผลลัพธ์

ดังแสดงรูปท่ี	 5	 และ	 6	 พบว่าการแบ่งจำานวนช้ินส่วน

ย่อยจะส่งผลโดยตรงต่อระยะการเสียรูปในแนวเส้นสัมผัส

และแนวต้ังฉาก	 โดยเฉพาะอย่างย่ิงตรงบริเวณใกล้กับ

ฐานรองรับ	เนื่องจากการแบ่งจำานวนชิ้นที่มีความละเอียด

จะเกิดการเสียรูปสูงกว่า	 อย่างไรก็ตามค่าการเสียรูป 

รูปท่ี	4	โครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมท่ีมีความสมมาตร 

	 	 ตามแนวแกนติดตั้งในทะเลลึก

ในแนวต้ังฉากของโครงสร้างในตำาแหน่งปลายบนสุด	 

(x = 0 เรเดียน)	 จะพบว่ามีความแตกต่างกันคือร้อยละ	 
2.246	 และ	 2.940	 สำาหรับกรณีโครงสร้างท่ีแบ่งช้ิน 

ส่วนย่อยตรงบริเวณฐานรองรับออกเป็น	 2	 และ	 3	 ชิ้น

ส่วนย่อยตามลำาดับ	 เมื่อเปรียบเทียบกับโครงสร้างท่ีไม่มี

การแบ่งชิ้นส่วนย่อยตรงบริเวณฐานรองรับ	 และเมื่อ

ทำาการแบ่งจำานวนช้ินส่วนย่อยออกเป็น	 4	 ช้ินส่วนย่อย

ตรงบริเวณฐานรองรับจะไม่สามารถคำานวณหาคำาตอบได้

เนื่องจากผลท่ีได้จากวิธีกระบวนการทำาซ้ำาไม่สามารถลู่เข้า

คำาตอบได้	ดังนั้นในงานวิจัยชิ้นนี้จึงได้กำาหนดให้ใช้จำานวน

ของช้ินส่วนย่อยท่ีมีความยาวของช้ินส่วนเท่ากันหมด	 

โดยไม่มีการแบ่งชิ้นส่วนย่อยตรงบริเวณฐานรองรับ

2.04×1011 นิวตัน/เมตร2

เมตร
เมตร
เมตร
กิโลกรัม/เมตร3

โมดูลัสยืดหยุน
อัตราสวนปวสซอง
ความลึกของระดับน้ำทะเล
รัศมีของโครงสรางเปลือกบาง
ความหนาของโครงสรางเปลือกบาง
ความหนาแนนของน้ำทะเล
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ต�ร�งที่ 1	ข้อมูลและคุณสมบัติที่ใช้ในการวิเคราะห์
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ต�ร�งที่ 2	ผลการเปรียบเทยีบระยะการเสยีรปูในแนวตัง้ฉากของโครงสรา้งเปลอืกบางแบบทรงกลม 

	 	 	 	 รับแรงดันภายในคงที่คือ	0.5	เมกะปาสคาล

 

0
(เรเดียน)

π/2 
π

x
(เรเดียน)

สูตรของ Roark [27]
(เมตร)

งานวิจัยนี้
(รอยละ)

0.107230
0.107230
0.107230

0.107267
0.107230
0.107194

-0.034505
0

0.033573

ความแตกตาง
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แบงชิ้นสวนยอยที่ฐานรองรอบจำนวน 3 ชิ้น
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รูปท่ี 5	การลู่เข้าคำาตอบของผลการเสียรูปในแนวสัมผัสของโครงสร้าง 

	 	 เปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมเมื่อมีการแบ่งชิ้นส่วนย่อยที่ฐานรองรับ

รูปท่ี 6	การลู่เข้าคำาตอบของผลการเสียรูปในแนวต้ังฉากของโครงสร้างเปลือก 

	 	 บางแบบครึ่งทรงกลมเมื่อมีการแบ่งชิ้นส่วนย่อยที่ฐานรองรับ
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	 จากข้อมลูทีแ่สดงในตารางที	่1	จะทำาการศกึษาผลตอบ

สนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้าง

เปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมท่ีมีความสมมาตรตามแนว

แกนติดต้ังในทะเลลึก	 โดยทำาการแปรเปลี่ยนเง่ือนไขของ

ฐานรองรับ,	 ค่าอัตราส่วนความลึกของระดับน้ำาทะเลต่อ

ความยาวรัศมีของโครงสร้างเปลือกบาง,	 และอัตราส่วน

ความยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบาง	 ซ่ึง

จะมีรายละเอียดดังต่อไปนี้

 10.1  ผลของเง่ือนไขฐ�นรองรบัของโครงสร�้งเปลอืก

บ�งที่มีต่อโครงสร้�งเปลือกบ�งแบบครึ่งทรงกลม

	 	 	รูปท่ี	 7	 แสดงรูปร่างของโครงสร้างเปลือกบาง

แบบคร่ึงทรงกลมท่ีสภาวะก่อนและหลังการเสียรูปโดย

มีการเปลี่ยนแปลงเง่ือนไขของฐานรองรับจะพบว่าค่า

ระยะการเสียรูปมีค่าใกล้เคียงกันทั้งสองเง่ือนไขของฐาน

รองรับแต่จะมีความแตกต่างกันอย่างเห็นได้ชัดตรงบริเวณ

ใกล้กับฐานรองรับเนื่องจากโครงสร้างเปลือกบางที่ใช้ใน

การวิเคราะห์จะคิดค่าพลังงานความเครียดในเทอมของ 

เมมเบรนเพียงเท่านั้น	 สำาหรับค่าพลังงานความเครียดใน

เทอมของแรงดัดซ่ึงไม่ได้นำามาพิจารณาในการศึกษาครั้งนี้	

จึงทำาให้ผลของโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบ

ยึดแน่นมีค่าการเสียรูปมากกว่าโครงสร้างเปลือกบางท่ีมี

ฐานรองรับแบบยึดหมุน	ซึ่งสามารถดูได้จากรูปที่	8	และ	

9	 ซ่ึงจะแสดงผลการเปรียบเทียบระยะการเสียรูปในแนว

สัมผัสและแนวต้ังฉากกับระยะทางตามแนวเมอร์ริเดียน 

ของโครงสร้างเปลือกบางแบบคร่ึงทรงกลม	 และเมื่อ

ทำาการพิจารณาให้โครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลม

รับแรงดันคงที่โดยสมมติให้ไม่มีการเปลี่ยนแปลงค่าของ

แรงดันตามระดบัความลกึของระดับน้ำา	ซ่ึงในท่ีนีจ้ะกำาหนด

ให้ใช้ค่าแรงดันคงท่ีมีค่าเท่ากับค่าแรงดันน้ำาตรงบริเวณ

ตำาแหน่งของฐานรองรับจะพบว่ามีความแตกต่างกันอย่าง

ชัดเจนดังในแสดงในรูปที่	 7	 ถึง	 9	 ทั้งสองเง่ือนไขของ

ฐานรองรบั	ดงันัน้ในการพจิารณาผลกระทบของแรงดันน้ำา

ที่แปรเปลี่ยนตามความลึกจะพบว่าให้ค่าที่มีความถูกต้อง	

ตัวคูณขยายระยะการเสียรูป = 2500
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แรงดันน้ำแบบคงที่
แรงดันน้ำแบบไมคงที่
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ฐานรองรับแบบยึดหมุน
รูปรางกอนการเสียรูป
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รูปท่ี 7	รูปร่างของโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมที่ 

	 	 สภาวะก่อนและหลังการเสียรูป



250 วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 37 ฉบับที่ 2 เมษายน - มิถุนายน 2557

 

6
4
2
0

-2
-4
-6
-8

-10

ระยะทางตามแนวเมอรริเดียน, s (เมตร)

กา
รเส

ียร
ูปใ

นแ
นว

สัม
ผัส

, u
 (x

10
-6  เ

มต
ร)

0 2 4 6 8

แรงดันน้ำแบบคงที่
แรงดันน้ำแบบไมคงที่

ฐานรองรับแบบยึดแนน
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รูปท่ี 8	 เปรียบเทียบผลการเสียรูปในแนวสัมผัสของโครงสร้างเปลือกบาง 

	 	 แบบครึ่งทรงกลมเมื่อชนิดของฐานรองรับต่างกัน
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รูปท่ี 9	 เปรียบเทียบผลการเสียรูปในแนวต้ังฉากของโครงสร้างเปลือกบาง 

	 	 แบบครึ่งทรงกลมเมื่อชนิดของฐานรองรับต่างกัน

	 	 	ในทางทฤษฎีเมมเบรนสำาหรับโครงสร้างเปลือก

บาง	(thin	shell)	ทีใ่ชเ้ง่ือนไขทีจ่ดุรองรับว่า	u = w = wx = 0  
เป็นจริงตามนั้น	 แต่ในการใช้งานจริงและในการคำานวณ

เชิงตัวเลข	การใช้เงื่อนไข	wx = 0	 จะทำาให้เกิดปัญหาไม่
สามารถใช้งานจริงในทางปฏิบัติและผลการคำานวณเชิง

ตัวเลขไม่เป็นท่ียอมรับ	 โดยจะมีรายละเอียดแสดงในรูปที่	

10	 ซ่ึงจากผลการคำานวณการใช้ฐานรองรับแบบยึดแน่น	

(fixed	support)	นั่นคือ	u = w = wx = 0	จะมีผลดีกว่า
ในเชิงทฤษฎีและสามารถนำาไปใช้ได้ในทางปฏิบัติดังเช่น

การออกแบบที่รองรับของโครงสร้างเปลือกบางท่ัวๆ	 ไป	 

ที่ตรงบริเวณฐานรองรับจะมีความหนาเพิ่มข้ึนกว่าบริเวณ

อื่นๆ	 เพื่อป้องกันไม่ให้เกิดการเสียรูปมากจนโครงสร้าง

เสียเสถียรภาพ
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ระยะทางตามแนวรัศมี, r (เมตร)
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ก)	สำาหรับฐานรองรับที่มีเงื่อนไข	wx ≠ 0

ข)	สำาหรับฐานรองรับที่มีเงื่อนไข	wx = 0 ค)	สำาหรับฐานรองรบัทีม่เีง่ือนไข	wx = 0	และความหนา 
	 ของช้ินส่วนย่อยบริเวณฐานรองรับมีความหนาเป็น 

	 สองเท่าของชิ้นส่วนอื่นๆ

รูปที่ 10	รูปขยายบริเวณฐานรองรับสำาหรับผลของการใช้เงื่อนไขสำาหรับฐานรองรับที่มีความแตกต่างกัน
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 10.2  ผลของอตัร�สว่นคว�มลกึของระดบัน้ำ�ทะเลตอ่

คว�มย�วรัศมีของโครงสร้�งเปลือกบ�งที่มีต่อโครงสร้�ง

เปลือกบ�งแบบครึ่งทรงกลมที่มีฐ�นรองรับแบบยึดแน่น

	 	 	ในกรณีนี้	 ข้อมูลและคุณสมบัติของโครงสร้าง

เปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมที่ใช้ในการคำานวณได้แสดง

ไว้ในตารางท่ี	 1	 โดยที่ทำาการปรับเปลี่ยนค่าอัตราส่วน

ความลกึของระดบัน้ำาทะเลต่อความยาวรัศมขีองโครงสรา้ง

เปลือกบาง	จาก	8	ถึง	40	เพื่อศึกษาผลกระทบของความ

ลึกของระดับน้ำาทะเลท่ีมีต่อโครงสร้างเปลือกบางแบบ

คร่ึงทรงกลมที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น	 ซ่ึงจากผลการ

วิเคราะห์จะพบว่าระยะการเสียรูปของโครงสร้างเปลือก

บางแบบครึง่ทรงกลมจะมค่ีาเพิม่สงูข้ึนเมือ่ค่าความลกึของ

ระดับน้ำาทะเลมีค่าสูงขึ้น	ดังแสดงในรูปที่	11	และ	12
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รูปท่ี 11	ผลของการแปรเปลี่ยนระดับน้ำาทะเลต่อระยะการเสียรูปในแนว 

	 	 สัมผัสของโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมท่ีมีฐานรองรับ 

	 	 แบบยึดแน่น

รูปท่ี 12	ผลของการแปรเปลี่ยนระดับน้ำาทะเลต่อระยะการเสียรูปในแนว 

	 	 	 ต้ังฉากของโครงสรา้งเปลอืกบางแบบครึง่ทรงกลมท่ีมฐีานรองรับแบบ 

	 	 	 ยึดแน่น
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 10.3  ผลของอัตร�ส่วนคว�มย�วรัศมีต่อคว�มหน�

ของโครงสร้�งเปลือกบ�งที่มีต่อโครงสร้�งเปลือกบ�ง

แบบครึ่งทรงกลมที่มีฐ�นรองรับแบบยึดแน่น

	 	 	สำาหรับการศึกษาผลกระทบของอัตราส่วนความ

ยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบางที่มีต่อ

โครงสร้างเปลือกบางแบบคร่ึงทรงกลมท่ีมีฐานรองรับ

แบบยึดแน่น	 ซ่ึงในกรณีนี้จะใช้ข้อมูลและคุณสมบัติของ

โครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลม	 ดังแสดงไว้ใน

ตารางที่	 1	 โดยท่ีทำาการปรับเปลี่ยนค่าอัตราส่วนความ

ยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบางจาก	 25	

ถึง	200	ซึ่งผลการวิเคราะห์จะพบว่าระยะการเสียรูปของ

โครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมจะมีค่าเพิ่มสูงข้ึน

เมือ่คา่อตัราสว่นความยาวรัศมต่ีอความหนาของโครงสร้าง

เปลือกบางมีค่าสูงขึ้น	ดังแสดงในรูปที่	13	และ	14
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รูปท่ี 13	ผลของการแปรเปลี่ยนความหนาต่อระยะการเสียรูปในแนวสัมผัส 

   ของโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น

รูปท่ี 14	ผลของการแปรเปลี่ยนความหนาต่อระยะการเสียรูปในแนวต้ังฉาก 

   ของโครงสร้างเปลอืกบางแบบคร่ึงทรงกลมทีม่ฐีานรองรับแบบยึดแนน่
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11. สรุปผลก�รศึกษ�
	 การศึกษาผลตอบสนองทางสถิตศาสตร์แบบไม่เป็นเชิง

เส้นของโครงสร้างเปลือกบางไร้แรงดัด	 แบบครึ่งทรงกลม

ที่มีความสมมาตรตามแนวแกนรองรับแรงดันน้ำาสถิตแบบ

เชิงเส้น	 ซ่ึงปัญหาสามารถเขียนได้ในรูปแบบการแปรผัน

และใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการคำานวณการเสียรูปทาง

สถิตศาสตร์ของโครงสร้างเปลือกบาง	สามารถสรุปได้ดังนี้

	 1.	ผลของการเปลี่ยนแปลงเง่ือนไขฐานรองรับของ

โครงสร้างเปลือกบางที่มีต่อโครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่ง

ทรงกลมจะสง่ผลสงูตรงบริเวณตำาแหนง่ของฐานรองรับซ่ึง

จะพบว่ากรณีที่โครงสร้างเปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมท่ีมี

ฐานรองรบัแบบยึดแนน่จะเสยีรปูมากกว่ากรณทีีโ่ครงสร้าง

เปลือกบางแบบครึ่งทรงกลมที่มีฐานรองรับแบบยึดหมุน

	 2.	ความลกึของระดบัน้ำาทะเลและอตัราสว่นความยาว

รัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบางจะส่งผลกระ

ทบโดยตรงต่อระยะการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบาง

แบบครึ่งทรงกลม
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