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บทคัดย่อ

	 บทความนี้นำ�เสนอวิธีการวิเคราะห์ทางสถิตศาสตร์ของสายยึดโยงใต้ทะเลลึก โดยใช้แบบจำ�ลอง 3 มิติของ 

อีลาสติกร็อด ซึ่งใช้เวกเตอร์บอกตำ�แหน่งในการกำ�หนดตำ�แหน่งสมดุลของสายยึดโยง สมการอนุพันธ์ครอบคลุมปัญหาได้

จากความสัมพันธ์ระหว่างแรงลัพธ์ โมเมนต์ลัพธ์ และความเครียดในแนวสัมผัสภายใต้เงื่อนไขไม่ยืดตัวในแนวแกน ทั้งนี้

ใช้ระเบียบวิธีกาเลอร์คินไฟไนต์เอลิเมนต์ร่วมกับระเบียบวิธีการทำ�ซ้ำ�ของนิวตัน-ราฟสันในการหาคำ�ตอบเชิงตัวเลขของ

ปัญหาสมดลุสถิตแบบไมเ่ชิงเสน้ และพจิารณาแรงเนือ่งจากความเรว็ของกระแสน้ำ� แรงดนัน้ำ�ภายนอก แรงลอยตวั และ

น้ำ�หนักตัวเอง ซึ่งมีผลต่อสภาวะสมดุล เป็นกรณีศึกษาสำ�หรับงานวิจัยนี้ ผลการวิเคราะห์ที่ได้จากกระบวนการหาคำ�ตอบ

เชิงตัวเลข เมื่อนำ�ไปเปรียบเทียบกับงานวิจัยในอดีตพบว่ามีความสอดคล้องกันเป็นอย่างดี
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	 This paper describes the static analysis of deep water mooring lines by a three-dimensional elastic 
rod model, which involves a position vector used to locate the equilibrium position of mooring lines. The 
governing differential equations are obtained from the resultant forces, resultant moments and the strain of 
the centerline in the tangential direction with inextensibility condition. The Galerkin finite element method 
together with the Newton-Rapson’s iterative process was used to obtain numerical results of the nonlinear 
static problem. The applied static forces on the mooring lines such as the current velocity, hydrostatic force, 
buoyancy force and self-weight affecting the equilibrium configuration of mooring line are presented and 
discussed. The results of this study are compared with those from the previous research works and they are 
found to be in a very good agreement.
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Abstract

Static Analysis of Deep Water Mooring Lines using
 Elastic Rod Model
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1.	บทนำ�
	 ในปัจจุบันอุตสาหกรรมนอกฝั่งได้ขยายออกไปไกลถึง

ระดับน้ำ�ลึกเพื่อค้นหาน้ำ�มันและก๊าซธรรมชาติทำ�ให้ต้อง

ออกแบบโครงสร้างให้ลอยน้ำ�ได้เช่น Semi-Submerible 

Spar และ FPSO เป็นต้น การควบคุมให้โครงสร้างลอย

นิ่งอยู่กับที่หรือบริเวณที่มีดำ�เนินกิจกรรมเช่น การขุดเจาะ 

และการขนถ่ายน้ำ�มัน จำ�เป็นต้องใช้สายยึดโยงหรือเคเบิล

เพื่อต้านการเคลื่อนท่ีเมื่อถูกแรงจากกระแสน้ำ�และแรงลม

กระทำ�  การศึกษาปัญหาส่วนใหญ่ของเคเบิลเพื่อต้องการ

หาตำ�แหน่งการวางตัวของเคเบิลและแรงดึงที่จุดต่างๆ

ตลอดความยาวโดยเฉพาะแรงดงึทีป่ลายบนและปลายล่าง 

	 งานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับเคเบิลใต้ทะเลใน 2 มิติ เช่น  

Berteaux [1] ได้ทำ�การศึกษาสมดุลสถิตของเคเบิลใต้

ทะเลในรูปแบบที่ไม่ซับซ้อนเช่น Catenary โดยทราบ

ค่าแรงดึงที่ปลายบนและคำ�นวณหาความยาวของเคเบิล 

Henghold และคณะ [2] ได้ทำ�การศึกษาสภาวะสมดุล

และคำ�นวณความถ่ีธรรมชาติของเคเบิลในอากาศโดยวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์  Seck-Hong [4] ได้ทำ�การศึกษาเคเบิล

ภายใต้น้ำ�หนกัแผค่งทีต่ลอดความยาวทัง้แนวราบและแนว

ดิ่ง โดยแสดงคำ�ตอบในรูปแบบที่แน่นอน Chucheep-

sakul และ Huang [5] ได้ทำ�การศึกษาสมดุลสถิตของ

เคเบิลโดยทราบค่าแรงดึงท่ีปลายบนและไม่คำ�นึงถึงผล

การยืดตัวในแนวแกนโดยใช้วิธีแปรผัน สามารถ [11] ได้

ทำ�การศึกษาทางสถิตศาสตร์ของเคเบิลในทะเลที่ยืดตัวได้

ในระบบพิกัดข้ัวโดยวิเคราะห์ถึงผลกระทบต่อสมดุลท่ีเกิด

จากการยืดตัวในแนวแกนและอัตราส่วนปัวซอง 

	 ศิลปะชัย [12] ได้ทำ�การศึกษาการสั่นแบบอิสระใน

ระนาบของเคเบิลในทะเลในระบบพิกัดฉาก โดยคำ�นึง

ถึงผลการยืดตัวในแนวแกนและกำ�หนดค่าแรงดึงท่ีปลาย

บนโดยพิจารณาผลกระทบของค่าโมดูลัสความยืดหยุ่น 

เป็นต้น

	 งานวิจัยที่เก่ียวข้องกับเคเบิลใต้ทะเลใน 3 มิติ เช่น 

Friswell [6] ได้ทำ�การศึกษาสมดุลสถิตศาสตร์ของเคเบิล

ในทะเลโดยไม่คำ�นึงถึงการยืดตัวในแนวแกนและพิจารณา

ผลของแรงลากเนื่องมาจากความเร็วของกระแสน้ำ�และ

วิเคราะห์ปัญหาของเคเบิลทีม่กีารหย่อนตวัมาก ภเิศก [13]  

ได้ทำ�การศึกษาทางสถิตศาสตร์ของการยืดตัวในแนวแกน

ที่มีผลต่อสภาวะสมดุลของเคเบิลในทะเล ในระบบพิกัด

ฉากโดยทำ�การเปลี่ยนแปลงโมดูลัสความยืดหยุ่น และ 

ชัยนันทน์ [14] ได้ทำ�การศึกษาทางสถิตศาสตร์ของเคเบิล

ในทะเลที่ยืดตัวได้ด้วยพิกัดทรงกระบอก เป็นต้น

	 งานวิจยัเหลา่นีม้วีตัถุประสงค์คลา้ยคลงึกันคือหาความ

ยาว แรงดึงและการวางตัวของเคเบิลซ่ึงแต่ละวิธีก็มีข้อดี

ข้อเสียแตกต่างๆ กัน ดังนั้นจึงจำ�เป็นที่จะต้องหาวิธีท่ี

เหมาะสมที่สุดเพื่อลดปัญหาและข้ันตอนการคำ�นวณที่ยุ่ง

ยากซับซ้อน ซึ่งงานวิจัยนี้จะทำ�การศึกษาทางสถิตศาสตร์

โดยใช้แบบจำ�ลองอลีาสตกิร็อดซ่ึงแบบจำ�ลองนีถู้กนำ�เสนอ

โดย Garrett [3, 8] ซึ่งได้ทำ�การศึกษาทางพลศาสตร์ของ

เคเบิลและท่อลำ�เลียงใต้ทะเลควบคู่กับแท่นลอยการผลิต

และไม่คำ�นึงถึงผลการยืดตัวในแนวแกน ต่อมา Kim [7] 

และคณะได้ทำ�การศึกษาทางพลศาสตร์ของเคเบิลและท่อ

ลำ�เลียงใต้ทะเลควบคู่กับแท่นลอยการผลิตเช่นเดียวกับ 

Garrett [8] โดยเปลี่ยนวัสดุของเคเบิลเป็นโพลีเอสเตอร์ 

(polyester) และคำ�นึงถึงผลการยืดตัวในแนวแกน 

	 แบบจำ�ลองโครงสร้างเคเบิลใต้ทะเลนี้อยู่ในระบบพิกัด

คาร์ทีเซียนโดยใช้เวกเตอร์บอกตำ�แหน่งกำ�หนดตำ�แหน่ง

สมดุลของเคเบิล สมการคลอบคลุมของปัญหาเป็นสมการ

แบบไม่เชิงเส้นในระบบแกนรวมใหญ่ สมการไฟไนเอลิเมนต์ 

ถูกสร้างข้ึนโดยวิธีถ่วงน้ำ�หนักเศษตกค้างโดยวิธีของ 

กาเลอร์คินรว่มกับระเบยีบวิธีเชิงตวัเลข โดยวิธขีองนวิตนั-

ราฟสันหลังจากนั้นนำ�สมการท่ีได้มาประดิษฐ์โปรแกรม 

คำ�สั่งคอมพิวเตอร์โดยใช้ MATLAB ในการคำ�นวณหา 

คำ�ตอบของปัญหาต่างๆ แลว้ตรวจสอบความถูกตอ้งกับงาน

วิจัยอื่นๆ ที่ได้ทำ�ไว้แล้วในอดีตและทำ�การวิจัยกรณีศึกษา

ต่างๆ อาทิเช่น ความเร็วของกระแสน้ำ�เมื่อเปลี่ยนแปลง 

ตำ�แหน่งของเคเบิล การหาค่าแรงดึงวิกฤตและความยาว

วิกฤตของเคเบิลเมื่อน้ำ�หนักประสิทธิผลของเคเบิลเป็น

ศูนย์หรือเคเบิลอยู่ในสภาวะแรงลอยตัวสะเทิน (neutrally 

buoyant cable) เป็นต้น
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2.	แบบจำ�ลองอีลาสติกร็อด
	 2.1		ระบบพิกัด

	 	 	 เมื่อให้เคเบิลเป็นเส้นโค้งอยู่ใน 3 มิติ (space- 

curve) และให้ (s) เป็นเวกเตอร์บอกตำ�แหน่งซ่ึงเป็น
ฟังก์ชันของความยาวส่วนโค้งของเคเบิลตามรูปที่ 1 

กำ�หนดให้  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวเส้นสัมผัสกับ

เส้นโค้ง  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวฉากของเส้นโค้ง

และ  เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยในแนวฉากคู่ของเส้นโค้ง 

ซึ่งมีความสัมพันธ์กับเวกเตอร์ตำ�แหน่งดังนี้

                                           (1)

					                                        (2)

                                           (3)

เมื่อ  และ  ตามลำ�ดับ

รูปที่ 1 ระบบพิกัดของเคเบิลใต้ทะเล

	 2.2		สมการสมดุลของเคเบิล

	 	 	สมมุติฐานของการวิเคราะห์ในงานวิจัยนี้กำ�หนด

ให้คุณสมบัติทางกายภาพของเคเบิลสม่ำ�เสมอเป็นเนื้อ

เดียวกันตลอดความยาว หน้าตัดเล็กมากเมื่อเทียบกับ

ความยาวและรัศมีความโค้ง หน้าตัดจะไม่เปลี่ยนแปลง

หลังจากเสียรูปและไม่พิจารณาสภาวะการยืดตัวตามแนว

แกน

	 	 	 เมื่อพิจารณาให้ช้ินส่วนย่อยของเคเบิลความยาว 

ds ซ่ึงอยู่ในสภาวะสมดุล โดยท่ี  เป็นเวกเตอร์ของ

แรงลัพธ์ภายในของช้ินส่วนย่อย  เป็นเวกเตอร์ของ

โมเมนต์ลัพธ์ภายในของชิ้นส่วนย่อย  เป็นเวกเตอร์ของ

แรงภายนอกต่อหน่วยความยาวและ  เป็นเวกเตอร์ของ

โมเมนต์ภายนอกต่อหน่วยความยาว ดังแสดงในรูปที่ 2 

เมื่อช้ินส่วนย่อยอยู่ในสภาวะสมดุล ผลรวมของเวกเตอร์

ของแรงลัพธ์เท่ากับศูนย์จะได้สมการของแรงลัพธ์ดังนี้ 
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				      	 (4)                       

โดยทำ�นองเดียวกัน ผลรวมของเวกเตอร์โมเมนต์ลัพธ์

เท่ากับศูนย์ จะได้สมการเวกเตอร์ของโมเมนต์ลัพธ์ดังนี้

			      	 (5)                 

โมเมนตภ์ายในประกอบด้วยโมเมนต์ดัดและแรงบิดมคีวาม

สัมพันธ์ดังนี้

			      	 (6)

เมื่อ B(= EI)	คือสติฟเนสแรงดัด
				   E	 คือโมดูลัสของความยืดหยุ่น
				   I	 คือโมเมนต์ความเฉื่อย 

				   H	 คือแรงบิด 
				   	 คือค่าความโค้ง

รูปที่ 2 ชิ้นส่วนย่อยของเคเบิล

โดยทั่วไปแล้วแรงบิดและโมเมนต์ภายนอกท่ีกระทำ�ต่อ

เคเบิลใต้ทะเลนั้นน้อยมากจึงตัดทิ้งได้ จากสมการที่ (5) 

และ (6) จัดรูปใหม่ได้เป็น

			      	 (7)

ผลคูณเชิงเวกเตอร์ (cross product) ในสมการท่ี (7)  

ด้วย  จะได้ 

			      	 (8)

เมื่อ λ คือตัวคูณลากรางจ์แทนสเกลาร์ฟังชั่น

จากนิยามความเครียด (strain definition) 

			      	 (9)

     

ถ้าสว่นโคง้นัน้ราบเรยีบ ความยาวสว่นโคง้ประมาณไดจ้าก

สมการดังนี้

   

			      	 (10)

เมื่อ ɛt	 คือความเครียดในแนวแกน        

    	dS	คือความยาวส่วนโค้งของช้ินส่วนย่อยขณะเกิด 

	 		 ความเครียด

    	ds	 คือความยาวส่วนโค้งของช้ินส่วนย่อยขณะยังไม่ 

	 		 เกิดความเครียด
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	 	 	จากสมการที่ (9) และสมการที่ (10) จะได้ 

สมการความเครียดในแนวสัมผัสของเส้นโค้งของเคเบิลซ่ึง

มีความสัมพันธ์กับเวกเตอร์ตำ�แหน่งดังนี้

			      	 (11)

เมื่อไม่พิจารณาการยืดตัวในแนวแกน ɛt มีค่าน้อยมาก

สมการที่ (11) จะประมาณได้ดังนี้

			      	 (12)

ผลคูณเชิงสเกลาร์ (dot product) ด้วย  ภายใต้เงื่อนไข

ไม่ยืดตัวในแนวแกนในสมการที่ (8) จะได้

			      	 (13)

หรือ

			      	 (14)

เมื่อ T คือแรงดึงในแนวแกน
	 	 	จากสมการที่ (8) และสมการที่ (4) จัดรูปใหม่ 

จะได้

			      	 (15)

	 2.3		แรงที่กระทำ�ต่อเคเบิลใต้ทะเล

	 	 	แรงภายนอกที่กระทำ�ต่อเคเบิลใต้ทะเล ประกอบ

ไปดว้ยแรงในทศิทางตามแรงดงึดูดของโลก แรงดนัน้ำ�สถิต 

และแรงดันน้ำ�พลศาสตร์ เขียนเป็นสมการได้ดังนี้ 

			      	 (16)

โดยที่

			      	 (17)

			      		 (18)

	 	 (19) 

			      	 (20)

			      	 (21)

เมื่อ	 	 คือน้ำ�หนักของเคเบิลต่อหน่วยความยาว

		  	 คือแรงดันน้ำ�สถิตต่อหน่วยความยาว

		  	คือแรงดันน้ำ�พลศาสตร์ต่อหน่วยความยาว

		  	 คือแรงลอยตัวต่อหน่วยความยาว

		  P	 คือแรงดันน้ำ�สถิตที่ตำ�แหน่งใดๆ

		  	 คือแรงลากในทิศทางตั้งฉากต่อหน่วยความยาว

		  	 คือแรงลากในทิศทางสัมผัสต่อหน่วยความยาว

		  ρ
w
	 คือความหนาแน่นของน้ำ�ทะเล

		  D	 คือเส้นผ่านศูนย์กลางของเคเบิล

		  	 คือเวกเตอร์ความเร็วของกระแสน้ำ�

		  	 คอืความเรว็กระแสน้ำ�ในแนวต้ังฉากและแนว 

	 	 	 	 สัมผัส

		  	 คือความเร่งกระแสน้ำ�ในแนวตั้งฉาก

		  	 คอืคา่สมัประสทิธิแ์รงลากในแนวต้ังฉาก  

	 	 	 	 แรงลากในแนวสัมผัสและความเฉื่อย

	 	 	จากสมการที่ (16), (17) และ (18) แทนใน

สมการที่ (15) จะได้

			      	 (22)

	 	 	 โดยที่  หรือ  และ 

	 	 	จากสมการท่ี (11) เมื่อยกกำ�ลังสองท้ังสองข้าง

และละท้ิงพจน์กำ�ลังสองของ ɛt เนื่องจากมีปริมาณน้อย

จะได้

			      	 (23)

เมื่อ	 	 คือแรงดึงประสิทธิผล

		  	 คือน้ำ�หนักประสิทธิผล

		 A	 คือพื้นที่หน้าตัด
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	 	 	สมการที่ (22) และ (23) เป็นแบบจำ�ลองอีลาส- 

ติกร็อดใน 3 มิติ ซึ่งจะนำ�ไปใช้ในการสร้างสมการไฟไนต์

เอลิเมนต์ต่อไป

3.	การวเิคราะหเ์ชงิตวัเลขดว้ยวธีิไฟไนตเ์อลิเมนต์
	 การวิเคราะห์เคเบิลใน 3 มิติหน่ึงช้ินส่วนย่อยมีดีกรี

อิสระ 14 ตัว ประกอบไปด้วยเวกเตอร์กำ�หนดตำ�แหน่ง 

r ความชัน r' และแรงดึงในแนวแกน T การจำ�ลอง
แบบโครงสร้างของเคเบิลใต้ทะเลจะทำ�การแบ่งความยาว

ของเคเบิลท้ังหมดออกเป็นช้ินส่วนย่อยด้วยความยาวของ

แต่ละชิ้นส่วนย่อยที่มีความยาวเท่าๆ กัน และจำ�นวนชิ้น

ส่วนย่อยที่ใช้ขึ้นอยู่กับความแม่นยำ�ในการหาผลเฉลย

	 การประมาณค่าตำ�แหน่ง ณ จุดต่างๆ บนชิ้นส่วนย่อย

จะใช้ฟงัก์ชันโพลโินเมยีมอนัดบัทีส่าม ซ่ึงเป็นฟงัก์ชันรปูร่าง

เพือ่ประมาณค่าของเวกเตอรบ์อกตำ�แหนง่  

 โดยที ่r1 r2 และ r3 คอืสว่นประกอบบนแกน x  y และ 
z ของ  สว่นแรงดงึในแนวแกน T หาได้จากการประมาณ
ค่าฟังก์ชันโพลิโนเมียมอันดับที่หนึ่ง สามารถเขียนให้อยู่

ในรูปความสัมพันธ์ระหว่างเมตริกซ์และฟังก์ชันรูปร่างกับ 

เวกเตอร์ของดีกรีอิสระท่ีจุดต่อของช้ินส่วนย่อยได้ดังต่อ

ไปนี้

			      		 (24)

			      	 (25)

เมื่อ 0 ≤ s ≤ l 
 ,  คือเมตริกซ์แถวของฟังก์ชันรูปร่างของชิ้นส่วน

ย่อยแสดงได้ดังนี้ 

			       =  		 (26)

			       = 	 (27)

,  คือเวกเตอร์ของดีกรีอิสระของค่าตำ�แหน่งที่จุดต่อ

ของชิ้นส่วนย่อยแสดงได้ดังนี้

			      	 (28)

			      		 (29)

โดยที่

		

		  	

	                 			   (30a-d)

		  	 (31a-b)

และ        

		  	 (32a-d)                

		  	 (33a-b)                           

	 กระบวนการ Galerkin finite element ทำ�โดยการ

คูณฟังก์ชันเศษตกค้างหรือฟังก์ชันนัลของสมการอนุพันธ์ 

Rd  ด้วยฟังก์ชันน้ำ�หนัก Wi (weighting function) โดย

มีสมการดังนี้

			      	 (34)

โดยแทนค่า Wi = Nj และ Pk โดยที่ Nj , j = 1, 2, 3, 
4 และ Pk , k = 1, 2 นำ�สมการที่ (22) และ (23) แทน

ลงในสมการที่ (34) และจัดกระบวนการ Galerkin finite 

element แลว้อนิทเิกรตสมการซ่ึงเป็นการรวมช้ินสว่นย่อย

เล็กๆ ของเคเบิลให้อยู่ในระบบรวมแล้วกำ�หนดผลที่ได้ให้

เท่ากับศูนย์จะได้สมการดังต่อไปนี้

      

	 	 (35)                                      

	 	 (36)

   

	 สมการที่ (35) และ (36) ทำ�การอินทิเกรตทีละส่วน

และเขียนใหม่ได้เป็น

	     (37)
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	 	 (38)

	 เนื่องจากเป็นสมการแบบไม่เชิงเส้นดังนั้นในการแก้

ปัญหา จะใช้ระเบียบวิธีการของนิวตันราฟ-สัน (Newton-

Raphson method) ซ่ึงอยู่บนรากฐานของอนุกรมของ 

เทย์เลอร์ (Taylor series) และตัดค่าอนุพันธ์ตั้งแต่อันดับ

ที่สองขึ้นไปออก สมการที่ (37) และ (38) สามารถเขียน

ใหม่ได้ดังนี้

	 	 (39)

	 	 (40)

	 เมือ่ระบบอยู่ในสภาวะสมดลุค่าฟงัก์ชันทางด้านซ้ายมอื

ของสมการที่ (39) และ (40) เท่ากับศูนย์สามารถเขียนใน

รูปเมตริกซ์ได้ดังนี้

	 	 (41)

โดยที่    

 

	  (42)

	 	 (43)

	  (44)

	 	 (45)

เมื่อ	i = 1, 2, 3  j = 1, 2, 3, 4  k = 1, 2  

		 l = 1, 2, 3  m = 1, 2, 3, 4  n = 1, 2 

ตามลำ�ดับ

	 เง่ือนไขขอบเขตประกอบไปด้วยเง่ือนไขขอบเขตล่าง

แทนค่าพิกัดของเคเบิลท่ีปลายล่างและเง่ือนไขขอบเขตบน

แทนคา่พกัิดทีป่ลายบน วิธีการคำ�นวณโดยสมมตุคิา่เริม่ตน้

ที่เหมาะสมของตัวไม่ทราบค่าต่างๆ คำ�นวณค่าเชิงตัวเลข

ของสมการที่ (37) (38) และ [K ] ในสมการที่ (41) แล้ว
รวมช้ินส่วนย่อยต่างๆ ให้อยู่ในระบบรวมและใส่เง่ือนไข

ขอบเขตทีจ่ดุปลายทัง้สองข้างซ่ึงงานวิจยันีพ้จิารณาให้เป็น

จุดหมุน คำ�นวณค่า ΔU และ Δλ ในสมการที่ (41) และ
นำ�ไปรวมกับค่าเดิมเพื่อที่จะได้ค่าใหม่และทำ�ซ้ำ�จนกว่า

ค่าท่ีคำ�นวณได้จะประมาณเท่ากับศูนย์หรือค่าที่ยอมรับ

ได้ และใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ MATLAB Version 

7.8.0347 (R2009a) [9,10] มาใช้ในการเขียนโปรแกรม

คำ�สั่งในการคำ�นวณหาคำ�ตอบเชิงตัวเลข

4.	ผลการศึกษา
	 4.1		การตรวจสอบความถูกต้อง

			   เพือ่เปน็การตรวจสอบความนา่เช่ือถือของกระบวน 

การคำ�นวณท่ีใช้ในการศึกษานี้โดยการเปรียบเทียบกับผล

งานวิจัยในอดีตโดยจะแบ่งการตรวจสอบความถูกต้องออก

เป็น 2 ส่วน ส่วนแรกจะวิเคราะห์เคเบิลใน 2 มิติโดย

เปรียบเทียบกับ งานวิจัยของ Henghold และคณะ [2] 

และสว่นทีส่องจะวิเคราะห์เคเบิลใน 3 มติิโดยเปรียบเทยีบ

กับงานวิจัยของ Friswell [6] และภิเศก [13] ตามลำ�ดับ

			  4.1.1 วิเคราะห์เปรียบเทียบผลใน 2 มิติ
	 	 	กรณีนี้เคเบิลถูกวางตัวอยู่ในอากาศโดยมีจุด

รองรับอยู่ในระดับเดียวกันและมีน้ำ�หนักเคเบิลกระจาย

สม่ำ�เสมอในแนวดิ่ง ดังแสดงในรูปที่ 3 โดยกำ�หนดความ

ยาวเพื่อตรวจสอบค่าแรงดึงท่ีปลายบนและระยะแอ่นตัว

ที่ตำ�แหน่งกึ่งกลางกับงานวิจัยของ Henghold และคณะ 

[2] โดยข้อมูลที่ใช้วิเคราะห์ดังแสดงในตารางที่ 1 

	 	 	ผลการวิเคราะห์พบว่าค่าแรงดึงท่ีปลายบนของ

งานวิจัยนี้ 8374.13 กิโลนิวตัน ส่วนงานวิจัยของ Heng-

hold และคณะ [2] คำ�นวณได้ 8377.20 กิโลนิวตัน ซึ่ง

แตกต่างกันประมาณ 0.036% และเมื่อตรวจสอบระยะ

แอ่นตัวที่กึ่งกลางได้ผลการคำ�นวณที่เท่ากันคือ 123 เมตร 

ซึ่งผลการคำ�นวณอยู่ในเกณฑ์ที่ยอมรับได้
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ตารางที่ 1 ข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์เคเบิลใน 2 มิติ

1. น้ำ�หนักของเคเบิล 9479.9   นิวตัน/เมตร

2. เส้นผ่านศูนย์กลาง 0.3841   เมตร

3. โมดูลัสความยืดหยุ่น 3.68×108 กิโลนิวตัน/เมตร2

4. ความยาวของเคเบิล 899.383  เมตร

5. จำ�นวนชิ้นส่วนย่อย 20       ช้ิน

รูปที่ 3 การวางตัวของเคเบิลในอากาศเมื่อจุดรองรับมีระดับเดียวกัน

			  4.1.2 วิเคราะห์เปรียบเทียบผลใน 3 มิติ

	 	 	 เคเบิลถูกวางตัวอยู่ในทะเล ดังแสดงในรูปที่ 4 

และ 5 โดยใช้ข้อมูลของ Friswell [6] ในการวิเคราะห์ดัง

แสดงในตารางท่ี 2 เพื่อใช้ในการคำ�นวณแรงดึงที่ปลาย

ล่างที่ตำ�แหน่งมุมองศา ต่างๆ ตั้งแต่ 0 และเพิ่มขึ้นครั้ง

ละ 30 องศาจนถึงถึง 180 องศา แรงที่กระทำ�ต่อเคเบิล

ได้แก่ น้ำ�หนักตัวเอง แรงทางด้านข้างเนื่องจากความเร็ว

ของกระแสน้ำ�คงที่ตลอดความลึกในแกน x

ตารางที่ 2 ข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์ใน 3 มิติ

1. ความลึกของระดับน้ำ�ทะเล 183       เมตร

2. น้ำ�หนักสุทธิ 12.3       นิวตัน/เมตร

3. เส้นผ่านศูนย์กลาง 0.023     เมตร

4. โมดูลัสความยืดหยุ่น 2.0×109   กิโลนิวตัน/เมตร2

5. ความยาวของเคเบิล 305       เมตร

6. ความหนาแน่นของน้ำ�ทะเล 1,021      กิโลนิวตัน/เมตร3

7. ความเร็วกระแสน้ำ�คงที่ตลอดความลึกในแกน x 1.028      เมตร/วินาที

8. สปส.แรงลากในแนวตั้งฉากและสัมผัส 1.00, 0.005

9. จำ�นวนชิ้นส่วนย่อย 20        ช้ิน
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ตารางที่ 3 ผลการวิเคราะห์ใน 3 มิติ

มุมในแนวราบ

(องศา)

แรงดึงที่ปลายล่าง (นิวตัน)

Friswell [6] ภิเศก [13] งานวิจัยนี้

0 3,751.60 3,715.20 3,714.00

30 3,834.10 3,920.26 3,919.05

60 4,283.70 4,204.99 4,203.31

90 3,788.10 3,927.27 3,925.38

120 2,614.40 2,752.45 2,750.64

150 1,399.60 1,367.45 1,365.69

180 922.00 670.16 904.20

รูปที่ 4 แปลนการวางตัวของเคเบิล
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รูปที่ 5 การวางตัวของเคเบิลใน 3 มิติ

	 	 	ผลการวิเคราะห์ดังแสดงในตารางที่ 3 พบว่าค่า 

แรงดึงที่ปลายล่างของงานวิจัย Friswell [6] ภิเศก [13] 

และงานวิจยันี ้ผลการคำ�นวณใกลเ้คยีงกันทกุองศา ยกเว้น

เมื่อเคเบิลทำ�มุม 180 องศา งานวิจัยนี้จะใกล้เคียงกับงาน

วิจัยของ Friswell [6] มากกว่าของภิเศก [13] สาเหตุที่

แตกต่างกันอาจเนื่องมา
	 	 	จากวิธีรุงเงอ-คุททาที่ใช้อันดับที่แตกต่างกันคือ

งานวิจัยของ Friswell [6] ใช้อันดับที่ 4 ส่วนงานวิจัยของ

ภิเศก [13] ใช้อันดับที่ 5    

  

	 4.2		การวิเคราะห์หาค่าแรงดึงวิกฤตและความยาว

วิกฤตเมื่อเคเบิลอยู่ในสภาวะแรงลอยตัวสะเทิน  

			  การวางตวัของเคเบิลทีใ่ช้ในการวิเคราะห์ดงัแสดง

ในรูปที่ 5 โดยปลายด้านบนจะมีการเคลื่อนที่เป็นวงกลม 

ดังแสดงในรูปที่ 4 กำ�หนดให้เคเบิลถูกเปลี่ยนแปลง

ตำ�แหน่งทุก 30 องศาจนถึง 360 องศาโดยเริ่มที่ 0 องศา

ในระนาบ xz แต่ละตำ�แหน่งจะคำ�นวณหาค่าความยาว

วิกฤตและค่าแรงดึงวิกฤตโดยจะกำ�หนดความยาวเริ่มต้น 

S1 เท่ากับ 1,140 เมตร และเพิ่มความยาวคงที่จนกระทั้ง

ได้ค่าแรงดึงที่ปลายบนและล่างเท่ากับค่าเริ่มต้น T1 = T2  

และนำ�ค่าที่ได้มาเขียนกราฟเพื่อหาจุดวิกฤตซ่ึงเป็นจุดที่

เกิดแรงดึงต่ำ�สุด Tcr แรงภายนอกที่ใช้ในการวิเคราะห์

กำ�หนดให้มีแรงกระทำ�ในแกน x คงที่โดยข้อมูลที่ใช้ในการ
วิเคราะห์ดังแสดงในตารางที่ 4   
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หมายเหตุ	 S1, T1	 คือ ความยาวและแรงดึงเริ่มต้น

       		 S2, T2	 คือ ความยาวและแรงดึงสุดท้าย

      			  Scr, Tcr	คือ ความยาวและแรงดึงวิกฤต

รูปที่ 5 การวางตัวของเคเบิลใน 3 มิติ

ตารางที่ 4 ข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์แรงลอยตัวสะเทิน

1. ความลึกของระดับน้ำ�ทะเล 500 เมตร

2. ระยะห่างระหว่างปลายล่างและบนในระนาบคงที่ 1,000 เมตร

3. น้ำ�หนักสุทธิ 0 นิวตัน/เมตร

4. เส้นผ่านศูนย์กลาง 0.03 เมตร

5. โมดูลัสความยืดหยุ่น 2.0×109 กิโลนิวตัน/เมตร2

6. ความยาวของเคเบิล แปรเปลี่ยน เมตร

7. ความหนาแน่นของน้ำ�ทะเล 1,021 กิโลนิวตัน/เมตร2

8. แรงกระทำ�คงที่ในทิศทางแนวแกน x 100 นิวตัน/เมตร

9. จำ�นวนชิ้นส่วนย่อย 20 ชิ้น
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(a) θ0 = 0 องศา

(b) θ0 = 90 องศา
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(c) θ0 = 180 องศา

(d) θ0 = 270 องศา

รูปที่ 6 การวางตัวของเคเบิลใน 3 มิติเมื่อมุมเท่ากับ 0, 90, 180 และ 270 องศาตามลำ�ดับ
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(b) แรงดึงที่ปลายล่าง

รูปที่ 7 แรงดึงที่ปลายบนและปลายล่าง เมื่อมุมเท่ากับ 180 องศา

(a) แรงดึงที่ปลายบน
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รูปที่ 8 แรงดึงวิกฤตที่ปลายบนและปลายล่างจาก 0 ถึง 360 องศา

	 	 	จากการศึกษาพบว่าค่าแรงดึงท่ีจุดวิกฤตและ

ความยาววิกฤตจะแปรเปลี่ยนตามมุมองศา เมื่อพิจารณา 

รูปที่ 8 ช่วงมุมระหว่าง 0 ถึง 90 และ 270 ถึง 360 

ค่าแรงดึงที่ปลายล่างจะมากกว่าค่าแรงดึงที่ปลายบน และ

ในช่วง 90 ถึง 270 องศา ค่าแรงดึงที่ปลายบนจะมากกว่า

ค่าแรงดึงที่ปลายล่าง และที่มุม 90 องศาและ 270 

องศาค่าแรงดึงที่ปลายบนจะเท่ากับปลายล่าง และที่มุม 

180 องศาค่าแรงดึงที่ปลายบนจะมีค่าสูงสุดคือ 117.557  

กิโลนิวตัน ส่วนปลายล่างจะมีค่าต่ำ�สุด และจากกราฟ

ตัวอย่างในรูปที่ 7 แสดงค่าแรงดึงที่ปลายบนและปลาย

ล่างเมื่อมุม 180 องศาพบว่าที่ความยาว 1,250 เมตรจะ

ได้ค่าแรงดึงต่ำ�สุดหรือแรงดึงวิกฤต สำ�หรับที่แรงดึงค่าอื่น

ที่ไม่ใช่แรงดึงวิกฤตค่าหนึ่งๆ จะมี 2 ชุดความยาวที่ให้

คา่แรงดึงทีเ่ท่ากัน เช่นท่ีความยาว 1,140 เมตรจะมแีรงดงึ 

140.181 กิโลนิวตันซ่ึงเท่ากับความยาวท่ี 1,794 เมตร

เป็นต้น นั้นหมายความว่าความยาวท่ีน้อยกว่าความยาว

วิกฤตเคเบิลจะอยู่ในสภาวะสมดุลแบบมีเสถียรภาพและ

ความยาวที่มากกว่าความยาววิกฤตเคเบิลจะอยู่ในสภาวะ

สมดุลแบบไม่มีเสถียรภาพ

	 	 	ขอ้เสนอแนะในการออกแบบเคเบิลในกรณนีีค้อื ผู้

ออกแบบต้องระวังในส่วนโครงสร้างสมอท่ียึดกับพื้นทะเล

เพราะแรงดึงที่ปลายล่างจะมากกว่าที่ปลายบนในช่วงมุม

ในระนาบ 0 ถึง 90 และ 270 ถึง 360 องศา	

5.	สรุปผลการศึกษา
	 งานวิจัยนี้ ได้นำ�เสนอวิธีการวิเคราะห์สมดุลสถิตของ

สายยึดโยงใต้ทะเลหรือเคเบิลใน 3 มิติ ในระบบพิกัด 

คารท์เีซียน โดยมเีวกเตอร์บอกตำ�แหนง่ซ่ึงเป็นฟงัก์ชันของ

ความยาวสว่นโค้งของเคเบิล และให้ความยาวสว่นโคง้ของ

เคเบิลเป็นตัวแปรอิสระมีค่าเวกเตอร์ตำ�แหน่ง และแรงดึง

เป็นตัวแปรตาม  
	 แบบจำ�ลองทางคณิตศาสตร์มาจากความสัมพันธ์

ระหว่างแรงลัพธ์ โมเมนต์ลัพธ์และความ เครียดในแนว

สัมผัสภายใต้เง่ือนไขไม่ยืดตัวในแนวแกนซ่ึงเรียกว่าแบบ

จำ�ลองอีลาสติกร็อด หลังจากนั้นใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

ร่วมกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการสร้างสมการเพื่อใช้ใน

การวิเคราะห์ปัญหาเคเบิลใน 3 มิติ และเขียนโปรแกรม

คำ�สั่งในการคำ�นวณหาคำ�ตอบโดยใช้โปรแกรม MATLAB 

โดยการเลือกจำ�นวนเอลิเมนต์ควรเลือกจำ�นวนตั้งแต่ 20  

เอลิเมนต์ข้ึนไป ซ่ึงค่าคำ�ตอบท่ีได้จะมีค่าแตกต่างกัน 

น้อยมาก สำ�หรับผลการคำ�นวณท่ีได้เมื่อเปรียบเทียบกับ

งานวิจัยในอดีตพบว่ามีความสอดคล้องกัน

	 ข้อดีของแบบจำ�ลองนี้คือสามารถกระทำ�ได้ในระบบ

แกนรวมใหญ่ โดยไม่ต้องแปลงจากระบบแกนย่อย แรง

ภายนอกสามารถกระทำ�ไดใ้น 3 ทศิทางพรอ้มกัน สามารถ

คำ�นวณตำ�แหน่งการวางตัวของเคเบิลในตำ�แหน่งพิกัดที่มี

ค่าเป็นลบ และคำ�นวณค่าแรงเฉือนและโมเมนต์ดัดของ

หน้าตัดได้
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