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บทคัดย่อ 
ความเป็นมาและวัตถุประสงค์ : การศึกษาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นออร์โททรอปิกที่คำานึงถึงการเปลี่ยนรูป

เน่ืองจากแรงเฉอืนมคีวามสำาคญัและนา่สนใจในหลาย ๆ  แง่มมุ การเขา้ใจพฤติกรรมการสัน่ของแผน่พืน้เหลา่น้ี

ช่วยปรับปรุงการออกแบบโครงสร้างให้แข็งแรงและมีเสถียรภาพมากขึ้น ลดความเสี่ยงจากความเสียหาย

หรือการพังทลายของโครงสร้างในระยะยาว การศึกษาพฤติกรรมของแผ่นพื้นออร์โททรอปิก ซึ่งมีสมบัติ

เชงิกลเฉพาะทศิทาง มคีวามสำาคญัตอ่การเลอืกวสัดทุีมี่ประสิทธภิาพสำาหรับการใชง้านในโครงสร้างเฉพาะ เช่น

ในอุตสาหกรรมการบินและอาคารสูง การประยุกต์ใช้แผ่นพ้ืนออร์โททรอปิกขยายไปสู่เทคโนโลยีข้ันสูง

ในอุตสาหกรรมยานยนต์ การบิน และอิเล็กทรอนิกส์ นอกจากนี้ ข้อมูลที่ได้จากการวิเคราะห์การสั่นยังช่วยใน

การปรับปรุงการออกแบบโครงสรา้ง ลดการสัน่สะเทอืนท่ีไมพ่งึประสงค ์และเพิม่ความสามารถในการรบัน้ำาหนกั 

วธิบีาวดารเีอลิเมนตเ์ปน็ทีรู่จ้กัในดา้นประสทิธภิาพและความแมน่ยำาสงูในการแก้ปัญหาทางวศิวกรรมทีซ่บัซอ้น 

ทำาใหเ้ปน็ตวัเลอืกทีเ่หมาะสมสำาหรบัการวเิคราะหน้ี์ การศกึษาน้ีมวัีตถุประสงคเ์พ่ือประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์

ในการศึกษาพฤติกรรมการสั่นอิสระของแผ่นหนาแบบออร์โททรอปิกภายใต้เงื่อนไขขอบเขตและรูปทรงทั่วไป

วธิดีำาเนนิการวจิยั : การวเิคราะหน์ีอ้งิตามทฤษฎขีอง Mindlin ซึง่เกีย่วกบัแผน่หนาปานกลาง และสรา้งสมการ

การเคลื่อนที่โดยใช้หลักการของ Hamilton วิธีการที่เสนอใช้หลักการของสมการแอนนะล็อกเพื่อหาความถี่

และรูปแบบการส่ันจากการวิเคราะห์การสั่นอิสระของแผ่นพื้น เทคนิคนี้เกี่ยวข้องกับการแทนท่ีสมการ
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การเคลือ่นทีข่องปญัหาดัง้เดมิดว้ยสมการ Poisson สามสมการภายใต้แรงสมมตุทิีส่อดคลอ้งเปน็ไปตามเงือ่นไข

ขอบเขตด้ังเดิม แรงสมมตุเิหลา่นีค้ำานวณโดยใชว้ธิบีาวดารเีอลเิมนต์และการประมาณโดยใช้ฟังกชั์นเรเดียลเบสสิ

ผลการวิจยั : ในการตรวจสอบความน่าเชือ่ถอืและความแมน่ยำาของวธิกีาร เปรยีบเทยีบผลการวเิคราะหก์บังาน

วิจัยอื่น ๆ ซึ่งพบว่า ความคลาดเคลื่อนของการสั่นในโหมดแรกอยู่ในช่วง 0.035% ถึง 1.236% นอกจากนี้  

การลูเ่ขา้ของคำาตอบแสดงให้เห็นว่าจำานวนเอลเิมนต์ทีเ่หมาะสมอยูใ่นชว่ง 160 ถึง 240 เอลิเมนตแ์ละจำานวน

โหนดภายในโดเมนอยู่ในชว่ง 196 ถึง 400 โหนด ซึง่ใหค้ำาตอบทีม่คีวามเสถยีร วธิทีีน่ำาเสนอนีส้ามารถวเิคราะห์

ความถีธ่รรมชาตแิละรปูแบบการสัน่ของแผน่หนาแบบออรโ์ททรอปิกภายใตเ้ง่ือนไขขอบเขตทัว่ไปทีม่พีฤตกิรรม

อยู่ระหว่างจุดรองรับแบบยืดหยุ่นและจุดรองรับแบบยึดรั้ง นอกจากนี้ ยังศึกษาพารามิเตอร์ที่ส่งผลต่อการ

สั่นอิสระของแผ่นหนาแบบออร์โททรอปิก ประสิทธิภาพของวิธีการที่นำาเสนอ แสดงโดยการวิเคราะห์การ

สัน่อสิระของแผน่หนาแบบออรโ์ททรอปกิท่ีมรีปูรา่งและเงือ่นไขขอบเขตทีซ่บัซอ้น ผลการวเิคราะหแ์สดงใหเ้หน็วา่

คา่ความถีธ่รรมชาตมิคีวามสอดคลอ้งกบัคำาตอบทีไ่ดจ้ากวธิอีืน่ ๆ  เปน็อยา่งดี แสดงใหเ้หน็ถงึความมปีระสทิธภิาพ

ของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์โดยใช้หลักการของสมการแอนนะล็อก วิธีการนี้สามารถแสดงพฤติกรรมการสั่นของ

แผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิกที่มีรูปทรงซับซ้อนได้อย่างแม่นยำา

สรุป : คำาตอบท่ีได้จากวิธีบาวดารีเอลิเมนต์สอดคล้องกับงานวิจัยก่อนหน้า แสดงให้เห็นถึงความเหมาะสม

ในการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก การศึกษานี้เน้นย้ำาถึงประสิทธิภาพ

และความแม่นยำาของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ในการวิเคราะห์รูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตที่ซับซ้อน จึงนับว่าเป็น

เครื่องมือที่มีค่าสำาหรับวิศวกรโครงสร้าง ความสามารถของวิธีการนี้ในการวิเคราะห์ความถี่ธรรมชาติและรูป

แบบการสั่นได้อย่างมีประสิทธิภาพและแม่นยำา ทำาให้มั่นใจได้ถึงการประยุกต์ใช้งานจริงในการออกแบบและ

วิเคราะห์ระบบโครงสร้างขั้นสูง งานวิจัยในอนาคตสามารถขยายการศึกษานี้โดยสำารวจผลกระทบของสมบัติ

วัสดุและเงื่อนไขขอบเขตที่แตกต่างกัน รวมทั้งขยายวิธีการเพื่อวิเคราะห์การสั่นแบบบังคับ

การนำาไปใช้ประโยชน์ในเชิงปฏิบัติ : วิธีการนี้สามารถวิเคราะห์ความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นของ

แผ่นหนาแบบออร์โททรอปิกท่ีมีรูปร่างซับซ้อนภายใต้เงื่อนไขขอบท่ัวไปได้อย่างมีประสิทธิภาพ สำาหรับการ

ใช้งานในการออกแบบโครงสร้างแผ่นหนาที่คำาถึงการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือน

คำาสำาคัญ : การสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก, วิธีบาวดารีเอลิเมนต์, วิธีสมการแอนนะล็อก

Abstract 
Background and Objectives: A study of free vibration of shear deformable orthotropic plates 

holds significant importance and interest in various aspects. Understanding the vibration 
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behavior of these plates enhances the design of stronger and more stable structures, 

reducing the risk of damage or structural failure over time. Study of the behavior of orthotropic 

plates, with their directional mechanical properties, are crucial for selecting efficient 

materials for specific structural applications, such as in aerospace and high-rise buildings. 

The application of orthotropic plates extends across advanced technologies in industries 

like automotive, aerospace, and electronics. Additionally, the insights gained from vibration 

analysis would facilitate the optimization of structural designs, minimizing unwanted vibrations 

and enhancing load-bearing capabilities. The boundary element method is known for its high 

efficiency and accuracy in solving complex engineering problems, making it an ideal choice for 

such analysis. The present study aimed to apply the boundary element method to investigate the 

free vibration behavior of thick orthotropic plates under general boundary conditions and shapes.

Methodology: The present analysis is based on Mindlin's theory of moderately thick plates 

and formulates the equations of motion using the Hamilton's principle. The proposed approach 

employs the principle of the analog equation to determine the frequencies and mode 

shapes for free vibration analysis of the plates. This technique involves substituting the 

original problem's equations of motion with three Poisson equations under fictitious forces 

that conform to the original boundary conditions. These fictitious forces are computed using 

the boundary element method and approximated using radial basis functions.

Main Results: To validate the reliability and accuracy of the method, the analysis results 

were compared with those of other research. The results show that the error for the first 

vibrational mode ranges from 0.035% to 1.236%. Additionally, the convergence of the solution 

reveals that the optimal number of boundary elements ranges from 160 to 240, while 

the number of internal nodes within the domain ranges from 196 to 400. The proposed 

methodology could effectively analyze the natural frequencies and mode shapes of 

orthotropic thick plates with general boundary conditions, ranging between elastic support 

and elastic restraint. Furthermore, this research investigated the parameters affecting the free 

vibration of orthotropic thick plates. The efficiency of the proposed method is demonstrated 

by analyzing the free vibration of orthotropic thick plates with complex shapes and boundary 

conditions. The analysis shows that the natural frequencies are in good agreement with 
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those obtained using other solutions, demonstrating the effectiveness of the boundary 

element method employing the principle of the analog equation. The method is capable 

of accurately depicting the vibration behavior of complex-shaped orthotropic thick plates.

Conclusions: The solutions obtained from the boundary element method are consistent with 

those from previous research, indicating its suitability for analyzing free vibration problems 

of orthotropic thick plates. The present study highlights the robustness and precision of 

the boundary element method in handling complex geometries and boundary conditions, 

making it a valuable tool for structural engineers. The ability to efficiently and accurately 

investigate natural frequencies and mode shapes ensures its practical applicability in the 

design and analysis of advanced structural systems. Future work could expand on this 

research by exploring the effects of different material properties and boundary conditions, 

as well as extending the method to analyze forced vibrations. 

Practical Application: The proposed method can efficiently analyze natural frequencies 

and mode shapes of complex-shaped orthotropic thick plates under general boundary 

conditions for use in designing plate structures.

Keywords: Analog Equation Method, Boundary Element Method, Free Vibration of 

Orthotropic Thick Plates 

Introduction
    ปัจจุบันงานทางด้านวิศวกรรมโครงสร้างมีการพัฒนาอย่างต่อเนื่อง โดยในการพัฒนาจะต้องอาศัย

การนำาแนวคิดใหม่ ๆ มาใช้ร่วมกับโปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการวิเคราะห์ปัญหา ซึ่งในโครงสร้างแผ่นพ้ืน

ที่นำามาใช้นั้นจำาเป็นต้องเลือกวัสดุให้เหมาะสม ไม่ว่าเป็นเรื่องของ สมบัติทางกลศาสตร์ ความสวยงาม 

ความสะดวกในการใช้งาน และราคานั้นมีส่วนสำาคัญในการเลือกชนิดของวัสดุทั้งสิ้น โครงสร้างแผ่นพื้นนั้น

เมือ่ไดร้ับการสัน่สะเทอืน สามารถวบิตัไิดไ้มว่า่จะเป็นสาเหตทุีเ่กิดจากมนษุย ์หรอืเกดิจากธรรมชาต ิดังนัน้จงึ

จำาเปน็ตอ้งวเิคราะหค่์าความถ่ีธรรมชาติของโครงสร้างเพือ่หลกีเลีย่งการสัน่พอ้ง (Resonance) ของโครงสรา้ง

วัสดุประเภทออร์โททรอปิกเป็นหน่ึงในส่วนประกอบโครงสร้างที่สำาคัญที่ใช้ในงานวิศวกรรมหลายประเภท

เช่น การบิน อวกาศ ยานยนต์ เรือดำาน้ำา และอาคาร เนื่องจากมีอัตราส่วนความแข็งแรงต่อน้ำาหนักสูง [1-3]

      งานวิจัยที่ผ่านมา Liu และคณะ [4] ได้ทำาการวิเคราะห์การสั่นอิสระของวัสดุเพียโซอิเล็กทริกประกบคู่

เชื่อมติดกันเป็นแผ่นพื้นหนาวงกลมซึ่งเป็นไปตามทฤษฎีของ Mindlin ที่ความหนาต่างกัน ภายใต้สมการ
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อนุพันธ์อันดับสี่ที่อยู่ในรูปของการโก่งตัวหนึ่งสมการ Shafiee และคณะ [5] ได้ทำาการวิเคราะห์การสั่นอิสระ

ของแผ่นพืน้สีเ่หล่ียมประเภทออรโ์ททรอปกิประกบคูท่ีเ่ปน็อสิระจากกัน ตามทฤษฎแีผน่บาง (classical thin 

plate theory) และใชว้ธิไีฟไนตเ์อลเิมนตใ์นการหาคา่ความถีธ่รรมชาต ิKarami และคณะ [6] ใชว้ธิ ีDifferential 

Quadrature (DQM) ในการวเิคราะหแ์ผ่นพ้ืนลามเินตหนาแบบสมมาตรทีมี่จดุรองรบัแบบยดืหยุน่แบบยดึรัง้

(elastic restraints) ซึ่งผลลัพธ์แสดงให้เห็นว่า DQM สามารถให้ผลลัพธ์ที่มีความถูกต้องและแม่นยำา 

Chinnaboon และคณะ [7] ได้ประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์แบบไม่แบ่งเอลิเมนต์ภายในโดเมนวิเคราะห์

ปัญหาแผ่นพื้นหนาปานกลางของ Mindlin ซึ่งอาศัยวิธีการสมการแอนนะล็อก ซึ่งผลที่ได้แสดงให้เห็นถึง

ข้อดีของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ที่แบ่งเอลิเมนต์เฉพาะที่ขอบเท่านั้น และแสดงให้เห็นว่าปัญหาแผ่นพื้นหนาของ

Mindlin ที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ สามารถวิเคราะห์ได้โดยง่าย Hosseini-Hashemi และคณะ [8] 

เสนอวิธีการหาคำาตอบแม่นตรงในการวิเคราะห์การสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาสี่เหลี่ยมประเภท Lévy 

โดยพจิารณาการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืนอนัดบัทีส่าม โดยเปรยีบเทยีบคำาตอบกับวธิเีชงิตวัเลข หรอืวธิก่ึีงเชงิ

วเิคราะห ์ซึง่คำาตอบทีไ่ดม้คีวามสอดคลอ้งกัน Thai และ Kim [9] เสนอการวเิคราะหก์ารสัน่อสิระของแผน่พืน้ 

ออร์โททรอปิก โดยใช้วิธี Lévy ภายใต้ Refined plate theory และเปรียบเทียบคำาตอบกับ classical plate 

theory ซึง่คำาตอบทีไ่ดส้อดคลอ้งกนั Senjanovic´ และคณะ [10] เสนอวิธกีารวเิคราะหก์ารสัน่ของแผน่พืน้หนา

ปานกลางตามทฤษฎแีผน่พืน้ของ Mindlin ทีเ่ปน็สมการอนพุนัธส์ามสมการใหเ้ปน็สมการอนพุนัธภ์ายใตก้ารโกง่ตวั

เพียงสมการเดียว Petrolito [11] ศึกษาวิธีวิเคราะห์การสั่นและเสถียรภาพของแผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิก

ดว้ยวธีิไฟไนต์เอลเิมนต ์โดยการแบง่เอลเิมนตเ์ปน็สามเหลีย่ม Ye และคณะ [12] เสนอการประยุกตใ์ชค้ำาตอบ

จากอนกุรมฟเูรยีรโ์คไซน ์เพือ่วเิคราะหก์ารสัน่ของแผ่นพืน้หนาลามิเนตภายใต้ทฤษฎีการเสยีรูปเนือ่งจากแรง

เฉือนอันดับที่หนึ่ง (first-order shear deformation theory)  Wang และคณะ [13] ประยุกต์ใช้อนุกรม

ฟเูรยีร์โคไซน์ เพือ่วเิคราะหก์ารส่ันอสิระของแผ่นพืน้หนาแบบออรโ์ททรอปกิ ภายใตท้ฤษฎกีารเสยีรปูเนือ่งจาก

แรงเฉอืนอนัดบัทีห่นึง่ (FSDT) วางบนฐานรากยดืหยุน่ ทีมี่ทีร่องรับแบบตา่ง ๆ  รวมทัง้มีทีร่องรับภายในแผ่นพ้ืน 

และใช้วิธีการของ Rayleigh-Ritz ในการหาคำาตอบมาเปรียบเทียบกับวิธีเชิงวิเคราะห์หรือวิธีเชิงตัวเลขอื่น ๆ

Wang และคณะ [14] ประยุกต์ใช้ Fourier-Ritz เพื่อวิเคราะห์การสั่นอิสระภายในระนาบของแผ่นพื้น ภายใต้

ทฤษฎีการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนอันดับที่หนึ่ง (FSDT) ที่มีรูปวงกลม วงแหวน และเซกเตอร์ของวงกลม 

เปรยีบเทียบคำาตอบกบัวธิไีฟไนต์เอลเิมนต ์Pang และคณะ [15] ประยกุตใ์ชอ้นกุรมฟเูรียร์โคไซน ์เพือ่วิเคราะห์

การสัน่อสิระของแผน่พืน้หนาลามเินตภายใตท้ฤษฎกีารเสียรปูเน่ืองจากแรงเฉือนอนัดับท่ีหน่ึง (FSDT) รปูเซกเตอร์

ของวงแหวนทีม่ทีีร่องรบัแบบตา่ง ๆ  รวมทัง้มทีีร่องรบัภายในแผน่พ้ืนและใชวิ้ธกีารของ Rayleigh-Ritz ในการ

หาคำาตอบมาเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ Ghashochi-Bargh และ Razavi [16] ได้เสนอโมเดลการ

วิเคราะห์อย่างง่ายในการวิเคราะห์การสั่นอิสระของแผ่นพ้ืนท่ีใช้วัสดุออร์โททรอปิกและวัสดุ functionally 

graded (FGM) ตามทฤษฎีแผ่นพื้นของ Mindlin เปรียบเทียบคำาตอบกับวิธีเชิงตัวเลขอื่น ๆ Jeeradit [17] 

ได้ทำาการประยุกต์ใช้วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ ในการวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาออกเซติกแบบออร์โททรอปิก 

ซึง่มคีวามซบัซอ้น Katsikadelis [18] จงึเสนอแนะให้ประยกุตใ์ชว้ธิกีารสมการแอนนะลอ็ก (Analog Equation 
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Method) ในการสร้างระบบสมการ ซึ่งหาคำาตอบได้โดยตรงด้วยวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ Zheng และ คณะ [19] 

ได้ทำาการวิเคราะห์การสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาไอโซทรอปิกที่ไม่ใช่แบบ Lévy ภายใต้การเสียรูปเนื่องจาก

แรงเฉอืนอนัดบัทีส่ามของ Reddy โดยอาศยัหลกัการซอ้นทบัเชงิซมิเพลกตกิดว้ยการรวมผลของการวเิคราะห์

ทั้งสองทิศทาง จากการศึกษาพบว่าผลที่ได้เปรียบเทียบกับวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์มีความสอดคล้องกัน

   งานวิจัยน้ีได้เสนอวิธีการวิเคราะห์การสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาที่เป็นวัสดุประเภทออร์โททรอปิก

ท่ีมีจุดรองรับชนิดต่าง ๆ หรือ จุดรองรับแบบผสม โดยใช้ทฤษฎีของแผ่นพ้ืนตามสมมติฐานของ Mindlin 

ซึ่งเป็นพ้ืนหนาปานกลางที่มีอัตราส่วนความหนาต่อความยาวด้านสั้นหรือรัศมีของแผ่นพื้น ต้ังแต่ 0.1-0.2 

ซึ่งในทางปฏิบัติแล้ว โครงสร้างแผ่นพ้ืนหนาปานกลางอาจมีรูปทรงที่ซับซ้อนซ่ึงไม่สามารถหาคำาตอบ

แม่นตรงได้ จึงต้องใช้วิธีเชิงตัวเลขในการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพ้ืนหนาแบบออร์โททรอปิก

ทีม่รีปูรา่งท่ีซบัซอ้นได ้โดยประยุกตใ์ชว้ธิบีาวดารเีอลเิมนตท์ีไ่ดพ้ฒันาขึน้มาและใช้หลักการสมการแอนนะล็อก 

(Principle of Analog Equation) ซึ่งนำาเสนอโดย Katsikadelis [18] โดยสมการอนุพันธ์ของปัญหาเดิม

จะแทนที่ด้วยสมการปัวซอง (Poisson’s Equation) จำานวนสามสมการที่เป็นอิสระต่อกัน ภายใต้เงื่อนไข

ขอบเขตของปัญหาเดิม โดยประยุกต์ใช้ตัวปฏิบัติการลาปลาซ (Laplace Operator) เพื่อให้มีลำาดับของ

อนพุนัธส์อดคลอ้งกบัสมการของปัญหาเดมิ จากนัน้ก็ทำาการสร้างสมการอินทกิรัลในการหาคำาตอบของปัญหา

จากนั้นทำาการเปรียบเทียบคำาตอบที่ได้กับงานวิจัยที่ผ่านมาเพื่อตรวจสอบแม่นยำาของวิธีการนี้ รวมทั้งศึกษา

พารามิเตอร์ต่าง ๆ ที่มีผลกระทบต่อการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิกและแสดงถึงประสิทธิภาพ

ของวิธีที่นำาเสนอในงานวิจัยนี้ โดยแก้ปัญหาในกรณีที่แผ่นพื้นมีรูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตที่ซับซ้อน

Methods 
สมการการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก 

   พิจารณาแผ่นพื้นหนาปานกลางที่มีความหนาสม่ำาเสมอ h  ซ่ึงอยู่ภายในโดเมน Ω  ที่อยู่ในระนาบ

( , )x y  และล้อมรอบด้วยขอบเขต 0
=
=Γ Γi k

i i  โดยท่ี Γi  คือเส้นโค้งท่ีมีความราบเรียบมีจำานวนมุมคือ k  

(ดู Figure 1) กำาหนดให้แผ่นพื้นหนาทำาจากวัสดุที่มีสมบัติทางกลที่รับแรงในแต่ละทิศทางได้ไม่เท่ากันทั้งสาม

ทิศทางเรียกว่า วัสดุออร์โททรอปิก (Orthotropic Material) ที่มีความยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น (Linear Elastic 

Material) ดังนั้นสามารถแสดงความ สัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดได้ดัง สมการที่ (1)
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Figure 1 Plate geometry and notation

เมื่อ ijC  คือสัมประสิทธิ์ยืดหยุ่น (Elastic coefficients)
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เมื่อ ,i ijE G  และ ν ij  คือมอดุลัสยืดหยุ่น มอดุลัสแรงเฉือน และอัตราส่วนปัวซองแต่ละทิศทาง

      สำาหรับงานวิจัยนี้ทำาการศึกษาการสั่นอิสระเพื่อหาความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies) และรูป

ร่างการสั่นไหว (Mode shapes) โดยจะกำาหนดให้เป็นไปตามทฤษฎีแผ่นหนาของ Mindlin ซึ่งทฤษฎีนี้จะ

พจิารณาการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืน โดยไม่คำานงึถึงการเคลือ่นท่ีของกึง่กลางระนาบ (Middle plane) ของ

แผ่นพื้นเนื่องจากแผ่นพื้นที่พิจารณาเป็นแผ่นพื้นหนา ตำาแหน่งกึ่งกลางระนาบมีการเคลื่อนที่น้อยจึงไม่นำามา

พิจารณา ซึ่งสามารถแสดงการกระจัด ได้ดังนี้

( , , , t) ( , , t)w x y z w x y=

( , , , t) ( , , t)xu x y z z x yφ=

(2)

(3)

(1)
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( , , , t) ( , , t)yv x y z z x yφ= (4)

เมื่อ  ,   ,  u v w  คือการกระจัดในทิศทางแกน ,x y  และ z  ที่อยู่ในฟังก์ชันของเวลา t  ในขณะที่ φx และ 

φ− y  แทนการหมุนรอบแกน x  และ y  ตามลำาดับ จากสมการที่ (2)-(4) ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียด

และการกระจัดสามารถเขียนได้ตามสมการที่ (5)-(9)

จากสมการที ่(1) และ (5)-(9) จะสามารถแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งความเคน้และการกระจดั จากนัน้อนิทเิกรต

ความเค้นตลอดความหนาของแผน่พืน้หนาแบบออรโ์ททรอปกิจะได้ความสมัพนัธข์องโมเมนต์ดัด ( , )x yM M  

โมเมนต์บิด ( , )xy yxM M  และแรงเฉือน ( , )x yQ Q  ดังสมการที่ (10)-(15)

,ε φ=x x xz

,ε φ=y y yz

, ,( )γ φ φ= +xy x y y xz

,γ φ= +xz x xw

,γ φ= +yz y yw

โดยที่ 

11 , 12 ,φ φ= +x x x y yM D D

12 , 22 ,φ φ= +y x x y yM D D

66 , ,( )φ φ= +xy x y y xM D

66 , ,( )φ φ= − +yx x y y xM D

55 ( , )φ= +x x xQ A w
44 ( , )φ= +y y yQ A w

3

,  
12

= =ij
ij ij s ij

C h
D A k hC

sk  คือ ค่าปรับแก้แรงเฉือน (shear correction factor)

     Wang และคณะ [13] ได้ศึกษาค่าปรับแก้แรงเฉือน sk  ที่เหมาะสม ซึ่งอยู่ระหว่าง 2/3 ถึง 7/6 ที่ส่ง

ผลต่อค่าพารามิเตอร์ของความถี่ธรรมชาติ ยิ่งใช้ค่าปรับแก้แรงเฉือนมากข้ึนจะทำาให้ได้ค่าพารามิเตอร์ของ

ความถี่ธรรมชาติมากขึ้นส่งผลต่อความคลาดเคลื่อนของค่าพรารามิเตอร์ของความถี่ธรรมชาติด้วยเช่นกัน ใน

งานวิจัยนี้ใช้ sk  = 5/6 ซึ่งอยู่ระหว่าง 2/3 ถึง 7/6 และให้คำาตอบที่ใกล้เคียงกับงานวิจัย [13]

    การสร้างสมการควบคุมสำาหรับปัญหาการส่ันอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิกนั้น

สามารถสร้างโดยประยุกต์ใช้หลักการแฮมิลตัน (Hamilton’s Principle) ซ่ึงแสดงได้ดังสมการ (16)

(5)
(6)

(7)
(8)
(9)

(10)
(11)

(12)
(13)
(14)

(15)
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เมื่อ U  และ K   คือพลังความเครียดของแผ่นพื้น และพลังงานจลน์ ของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก 

ตามลำาดับ โดยสามารถแสดงสมการของพลังงานดังกล่าวได้ดังนี้

0

( ) t 0
T

U K dδ − =∫

2

2

1
2

h

x x y y xy xy

h xz xz yz yz

U d dz
σ ε σ ε τ γ

τ γ τ γΩ−

+ + 
= Ω  + + 

∫ ∫

เมื่อ ρ  คือความหนาแน่นของวัสดุ จากนั้นแทนสมการ (17)-(18) ลงในสมการที่ (16) และใช้ความสัมพันธ์

ระหว่างความเค้นกับความเครียดจากสมการ (1) รวมถึงความเครียดจากสมการท่ี (5)-(9) และสมการ

โมเมนต์และแรงเฉือนสมการที่ (10)-(15) ทำาการอินทิเกรตตลอดความหนาและประยุกต์ใช้สมการออยเลอร์-

ลากรองจ์ จะได้สมการควบคุมการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิกดังต่อไปนี้

( ) ( ) ( )( )2 22 2
,t ,t ,t

2

1
2

h

x y
h

K z z w d dzρ φ φ
Ω−

= + + Ω∫ ∫

2

, , 0 2 0
tx x y y
wQ Q ∂

+ + Ι =
∂

2

, , 2 2 0
t

x
x x xy y xM M Q φ∂
− − + Ι =

∂
2

, , 2 2 0
t

y
xy x y y yM M Q

φ∂
+ − + Ι =

∂

เมื่อ
3

0 2 ,  
12
ρρΙ = Ι =

hh คือ โมเมนต์ความเฉื่อยของมวล (mass moments of inertia)

    เนื่องจากงานวิจัยนี้เป็นการวิเคราะห์การส่ันอิสระของแผ่นพื้นและกำาหนดการเคลื่อนที่เป็นคาบ 

(Periodic motion) ดังนั้นการกระจัดในแนวดิ่ง การหมุนรอบแกนและแรงภายในแผ่นพื้นแสดงได้ดังนี้

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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(26)

(27)

(28)

(29)

โดยที ่ω  คอื ความถีธ่รรมชาติของแผน่พืน้และ t คือ เวลาในการสัน่ หลงัจากนัน้ทำาการแทนสมการ (22)-(29) 

ลงในสมการที่ (19)-(21) จะได้สมการควบคุมการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาดังสมการที่ (30)-(32)

, t, , tx x y yQ Q hwρ+ = −
3

, , ,tt12x x xy y x x
hM M Q ρ φ− − = −

3

, , ,tt12xy x y y y y
hM M Q ρ φ+ − = −

* 0− =w w
* 0− =n nM M
* 0− =nt ntM M

* 0− =n nQ Q
* 0φ φ− =n n

* 0φ φ− =nt nt

(30)

(31)

(32)

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตดังต่อไปนี้
(33)

(34)

(35)

จากสมการที่ (33)-(35) สมการเงื่อนไขขอบเขตของจุดรองรับ สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของความสัมพันธ์ ดังนี้

(36)

(37)

(38)

1 2 3α α α+ =nw Q

1 2 3β φ β β+ =n nM

1 2 3γ φ γ γ+ =t ntM

จากสมการที่ (36)-(38) ที่รองรับแต่ละชนิดจะมีค่า ,α βi i  และ γ i ดังนี้

1. จุดรองรับแบบยึดแน่น (Clamped support)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1      0       0
1      0       0
1      0       0

α α α
β β β
γ γ γ

= = =
= = =
= = =

(39)
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2. จุดรองรับอย่างง่ายแบบอ่อน (Soft type simply supported)

3. จุดรองรับอย่างง่ายแบบแข็ง (Hard type simply supported)

4. จุดรองรับแบบอิสระ (Free support)

5. จุดรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic support)

6. จุดรองรับยืดหยุ่นแบบยึดรั้ง (Elastic restraint)

เมื่อ ( )trk z และ ( )rok z  คือ ค่าสติฟเนสที่สัมพันธ์กับการเคลื่อนที่ (translational stiffness) และค่าสตฟิเนส

ที่สัมพันธ์กับการหมุน (rotational stiffness) ตามลำาดับ โดยที่ค่า ,n ntM M  และ nQ  แสดงได้ดังนี้ [18]  

โดยที่ cosθ=xn และ sinθ=yn  มุม θ  วัดทวนเข็มนาฬิกา (ดัง Figure 1) เมื่อได้สมการเงื่อนไขขอบเขต

แล้ว ต่อมาทำาการแทนสมการที่ (10)-(15) ลงในสมการที่ (30)-(32) หลังจากทำาการอนุพันธ์แล้ว จะได้สมการ

ควบคุมของปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาที่เป็นวัสดุออร์โททรอปิกดังต่อไปนี้

(40)
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โดยที่       

เมื่อได้สมการการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิกแล้ว ต่อไปจะเสนอรายละเอียดที่ประยุกต์ใช้

วิธีแอนนะล็อก (AEM) โดยใช้พื้นฐานการวิเคราะห์ด้วยวิธีบาวดารีเอลิเมนต์

วิธีบาวดารีเอลิเมนต์สำาหรับวิเคราะห์ปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก

      วิธีบาวดารีเอลิเมนต์ที่เสนอในบทความนี้ได้นำามาประยุกต์ใช้ร่วมกับหลักการของวิธีสมการแอนนะล็อก 

ซึง่วธิกีารนีม้หีลกัการว่า สมการอนพุนัธ์ใด ๆ  ซึง่จะเปน็เชงิเสน้หรอืไมเ่ชงิเสน้ สามารถแทนดว้ยสมการอนพุนัธ์

อื่นที่มีอันดับเท่ากันกับสมการอนุพันธ์เดิม ภายใต้แหล่งกำาเนิดสมมติ (Fictitious Source) โดยสมการแทนที่

นี้จะเรียกว่าสมการแอนนะล็อก [18]

     เริ่มต้นพิจารณาสมการควบคุม (48)-(50) ซึ่งเป็นสมการอนุพันธ์อันดับสอง ดังนั้นสมการแอนนะล็อก

จงึตอ้งเปน็อนพุนัธอ์นัดบัสองดว้ย ซึง่สมการอนพุนัธอ์นัดบัสองทีห่าคำาตอบไดอ้ยา่งงา่ยคอืสมการปวัซอง และ

แสดงได้ดังสมการที่ (51)-(53)

 

     เมื่อ (1) (2)( , t), ( , t)b X b X  และ (3) ( , t)b X  โดยที่ ,  t 0X ∈Ω >  คือแหล่งกำาเนิดสมมติ คำาตอบของ

สมการที่ (51)-(53) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของอินทิกรัล ได้ดังสมการที่ (54)-(56)

นิยาม เครื่องหมายตัวยก (*) หมายถึง คำาตอบพื้นฐาน และเครื่องหมายตัวห้อย ,n t  หมายถึง เวกเตอรต์ั้งฉาก

หนึ่งหน่วยและเวกเตอร์สัมผัสหนึ่งหน่วย ตามลำาดับ

4
11 , 12 , 66 , , 55 ,( ) ( ) ( ) ( ) 0x xx y xy x yy y xy x x xD D D A wφ φ φ φ φ χ φ+ − + − + + = (49)

4
12 , 22 , 66 , , 44 ,( ) ( ) ( ) ( ) 0x xy y yy y xx x xy y y yD D D A wφ φ φ φ φ χ φ+ + + − + + = (50)

3 2
4 2 4,     

12
hh ρ ωγ ρ ω χ= =

(51)

(52)

2 (1) ( , t),      Xw b X∇ = ∈Ω
2 (2) ( , t),      Xx b Xφ∇ = ∈Ω

2 (3) ( , t),      Xy b Xφ∇ = ∈Ω (53)

(54)

(55)

(56)

* * * (1)( ) ( , )ε
Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫n nw p u w u w ds u b d

* * * (2)( ) ( , )εφ φ φ
Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫x x n n xp u u ds u b d

* * * (3)( ) ( , )εφ φ φ
Γ Ω

= − − + Ω∫ ∫y y n n yp u u ds u b d



Chaiarun et al. (2024). “Free Vibration Analysis...,”                                         Science and Engineering Connect 47 (3), pp. 295-321

307

เมื่อ * (ln ) / 2u r π=  คือคำาตอบพื้นฐานของสมการลาปลาซ และ *,nu  คืออนุพันธ์ของคำาตอบพื้นฐาน

ตามเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่งหน่วย ในขณะที่ คือค่าสัมประสิทธิ์ที่ขึ้นอยู่กับตำาแหน่งของจุด p  โดยนิยามได้ดัง

สมการที่ (57)

โดยแหล่งกำาเนิดสมมติ (1) (2),b b  และ (3)b  สามารถประมาณค่าโดย ( ) ( )

1=
=∑

M
l l

j j
j

b a f  เมื่อ 1,2,3=l   

ซึ่ง jf คือ Radial Basis Function (RBFs) และ ( )( ) tl
ja  คือค่าสัมประสิทธิ์ท่ียังไม่ทราบค่าแล้วแทนลง

ในสมการท่ี (54)-(56) หลังจากนั้นอาศัยทฤษฎีบทท่ีสองของกรีนจะได้สมการบาวดารีอินทิกรัลดังสมการที่ 

(58)-(60) [7]

    นอกจากนี้ยังสามารถที่จะสร้างสมการเพิ่มเติมเพื่อใช้ในการหาคำาตอบอีกสามสมการด้วยการอนุพันธ์

สมการที่ (58)-(60) ตามเวกเตอร์สัมผัสหนึ่งหน่วย τ  (ดัง Figure 1) สำาหรับจุด p  ที่อยู่ที่ขอบราบเรียบ 

สามารถแสดงได้ดังนี้

สำาหรับค่าอนุพันธ์ของการกระจัด เมื่อ ∈ΩP  ( )1ε =   สามารถหาได้จากสมการที่ (54)-(56) 

เช่นกัน โดยแสดงได้ดังนี้

1

( )
2
0

αε
π

∈Ω
= ≡ ∈Γ


∉Ω

P

P P p

P

(57)

(58)

(59)

(60)

* * (2) * *
, ,

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( )
M

x x n n x j j j n n j
j

p u u ds a u p u u u u dsεφ φ φ ε
=Γ Γ

  
= − − + + −     

∑∫ ∫

* * (1) * *
, ,

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( )
M

n n j j j n n j
j

w p u w u w ds a u p u u u u dsε ε
=Γ Γ

  
= − − + + −     

∑∫ ∫

* * (3) *
, ,

1

*ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( )
M

y y n n y j j j n n j
j

p u u ds a u p u u u u dsεφ φ φ ε
=Γ Γ

  
= − − + + −     

∑∫ ∫

[ ]* * (1) * *
, , , , , , ,

1

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )
2 2

M

n n j j j n j j
j

w p u w u w w p ds a u p u u u u u p dsτ τ τ τ τ τ τ
=Γ Γ

 
 = − − − + + − −  

 
∑∫ ∫

[ ]* * (2) * *
, , , , , , , ,

1

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )
2 2

M

x x n n x x j j j n j j
j

p u u p ds a u p u u u u u p dsτ τ τ τ τ τ τφ φ φ φ
=Γ Γ

 
 = − − − + + − −  

 
∑∫ ∫

* * (3) * *
, , , , , , , ,

1

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )
2 2

M

y y n n y y j j j n j j
j

p u u p ds a u p u u u u u p dsτ τ τ τ τ τ τφ φ φ φ
=Γ Γ

 
   = − − − + + − −    

 
∑∫ ∫

* * (1) * *
, , , , , , ,

1

ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ) ( ) ( )
M

g g n n g j j g g j n n g j
j

w P u w u w ds a u P u u u u dsυ υ υ υ υ υ
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

(61)

(62)

(63)

(64)
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โดยกำาหนดให้ , 0, ,υ =g x y  และจุด ∈ΩP

พิจารณาปัญหาค่าขอบเขตที่อธิบายด้วยสมการที่ (36)-(38) และ(58)-(63) มีตัวแปรไม่ทราบค่าท้ังหมด 9 

ตัวคือ , , , , ,, , , , , , ,φ φ φ φ φn t x x n x t y y nw w w  และ ที่ตำาแหน่งขอบของปัญหา ซึ่งสามารถหาได้จากสมการของ

เงื่อนไขขอบเขต 3 สมการคือ สมการที่ (36)-(38) สมการบาวดารีอินทิกรัล 6 สมการคือ สมการที่ (58)-(63) 

รวมทั้งหมด 9 สมการ ดังนั้นจึงสามารถแก้ปัญหานี้ได้ด้วยการใช้วิธีสมการแอนนะล็อก ซึ่งทำาให้หาคำาตอบ

ของปัญหานี้ได้ 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

    การหาคำาตอบของสมการบาวดารีอินทิกรัลจะประยุกต์ใช้เทคนิคของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ในการหา

คำาตอบ โดยบทความนี้ใช้บาวดารีเอลิเมนต์แบบคงที่ (Constant Element) เนื่องจากสะดวกในการหาคำา

ตอบเมื่อเกิดสภาวะเอกฐาน (Singular Integral) ซึ่งสามารถหาค่าโดยใช้วิธีเชิงวิเคราะห์ได้โดยตรง ไม่จำาเป็น

ต้องใช้การหาค่าอินทิกรัลเอกฐานโดยวิธีเชิงตัวเลข

     กำาหนดให้  N  และ M   คือจำานวนเอลิเมนต์ที่ขอบและจำานวนโหนดภายในโดเมน (ดู Figure 2) 

ภายใต้สมการเง่ือนไขขอบเขตสมการที ่(36)-(38) และสมการบาวดารอีนิทกิรลั (58)-(63) เมือ่ใหต้ำาแหนง่ของ

จุด p  อยู่ที่โหนดของเอลิเมนต์แบบคงที่จำานวน N   โหนด ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการเมทริกซ์ 

ดังนี้

โดย { }x  มีขนาด 9 1×N  เป็นเวกเตอร์ของตัวแปรไม่ทราบค่า 9 ตัว , , , , ,, , , , , , ,φ φ φ φ φn t x x n x t y y nw w w  

และ ,φy t  ค่าสัมประสิทธ์  { }ja
 
คือค่าสัมประสิทธิ์ที่อยู่หน้า jf  ซึ่งสามารถหาค่าได้ภายหลัง และเมทริกซ์

[ ]A  เป็นเมทริกซ์ขนาด 9 9×N N  คือค่าสัมประสิทธิ์ที่ทราบค่าจากการอินทิเกรตฟังก์ชันเคอร์เนลบน

บาวดารีเอลิเมนต์และสัมประสิทธิ์จากเงื่อนไขขอบเขตและ { }B  เป็นเวกเตอร์ 9 1×N  คือเมทริกซ์ที่ทราบ

ค่าจากสมการเงื่อนไขจุดขอบเขต (36)-(38) ซึ่งมีค่าเท่ากับศูนย์ จากนั้นสามารถจัดเมทริกซ์เพ่ือหาค่าของ

ตัวแปรไม่ทราบค่าได้ดังนี้

(65)* * (1) * *
, , , , , , , ,

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( )  ( ) ( )
M

x g g x n n g x j j g g j n n g j
j

P u u ds a u P u u u u dsυ υ υ υ υ υφ φ φ
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫

* * (1) * *
, , , , , , , ,

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
M

y g g y n n g y j j g g j n n g j
j

P u u ds a u P u u u u dsυυ υ υ υ υφ φ φ
=Γ Γ

 
= − − + + − 

 
∑∫ ∫ (66)

[ ]{ } [ ]{ } { }= +jA x C a B

{ } [ ] [ ]{ }1−= jx A C a

(67)

(68)
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จากนัน้ประยกุตใ์ชส้มการท่ี (64)-(66) โดยกำาหนดใหจ้ดุ P อยูท่ีต่ำาแหนง่โหนดภายในโดเมนจำานวน M  โหนด 

จะได้สมการที่ใช้หาคำาตอบภายในโดเมนดังนี้

โดยที่ { } { }, , ,υ υφg x gw  และ { },υφy g  คือเวกเตอร์ท่ีเป็นคำาตอบภายในโดเมน Ω  มีขนาด 1×M ; 

(1) (2), , ,υ υ      g gD D และ (3),υ  gD
 
คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าขนาด 2×M N  ซึ่งได้มาจากการอินทิเกรตฟังก์ชัน

เคอร์เนลบนบาวดารีเอลิเมนต์ { } { }1 2,x x ; และ { }3x  เป็นเวกเตอร์ขนาด 2 1×N  คือ ตัวแปรไม่ทราบค่า

ประกอบไปด้วย , ,, , ,φ φ      
T T

n x x nw w และ ,,φ φ  
T

y y n ตามลำาดับ (1),υ  gC
, 

(2),υ  gC
 
และ (3),υ  gC  เป็น

เมทริกซ์มีขนาด M M×  คือค่าสัมประสิทธิ์ที่ทราบค่าที่มาจาก *u เป็นคำาตอบพื้นฐานของสมการลาปลาซ

ซึ่งอยู่ตรงตำาแหน่งหลังพจน์ และ ตามลำาดับของสมการที่ (64)-(66) จากนั้นแทนสมการที่ (69)-(71) ลงใน

สมการควบคุมสำาหรับวิเคราะห์การส่ันอิสระของแผ่นพ้ืนหนาออร์โททรอปิกสมการที่ (48)-(50) แล้วจัดรูป

สมการจะได้สมการเชิงเส้นของการสั่นอิสระแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก ซึ่งเป็นปัญหาค่าลักษณะเฉพาะ

ดังสมการที่ (72)

เมื่อ [ ]K  และ [ ]M  คือเมทริกซ์ของสติฟเนสและเมทริกซ์มวลของแผ่นพื้น ตามลำาดับ ซึ่งทราบค่าขนาด

3 3M M× , ω j  คือค่าความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) และ { }( )l
ja

 
เป็นเวกเตอร์ขนาด 3 1×M  

คือเวกเตอร์แหล่งกำาเนิดสมมุติ โดยที่ 1,2,3,...,=j M  

    หลังจากหาค่าเฉพาะ (Eigenvalue) ในสมการที่ (72) จะได้ค่าความถี่ธรรมชาติและเวกเตอร์เฉพาะ

(Eigenvector) สำาหรับรูปร่างการสั่น แล้วให้นำา { }( )l
ja  มาแทนลงในสมการที่ (69) จะได้สมการในการหา

ลักษณะการสั่นไหว ดังสมการที่ (73)

    โดยท่ีค่า ,υgw  คือลักษณะการเสียรูปเนื่องจากการสั่นไหวของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก ซ่ึง

จำาเป็นต้องเลือกความถี่ลักษณะเฉพาะให้ตรงกับค่าเวกเตอร์ลักษณะเฉพาะตามโหมดการสั่นไหวที่ต้องการ

ทราบค่าความถี่ธรรมชาตินั้นให้ตรงกัน

{ } { } { }(1) (1) (1)
1, , ,υ υ υ   = +   g g g jw D x C a

{ } { } { }(2) (2) (2)
2, , ,υ υ υφ    = +   x g g g jD x C a

{ } { } { }(3) (3) (3)
3, , ,υ υ υφ    = +   y g g g jD x C a

[ ] [ ] { } { }2 ( ) 0ω − = 
l

j jK M a

(69)

(70)

(71)

(72)

{ }(1) (1), ,υ υ =  g g jw W a (73)
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Figure 2 Discretization of the problem: Source point ( , )i i ip x y , Field point ( , )k k kq x y  

and Collocation point ( , )j j jp x y

Numerical Results and Discussion 

การตรวจสอบความถูกต้องของวิธีการ
    การประมาณค่าของคำาตอบเชิงตัวเลขนั้น  ในงานวิจัยนี้ใช้การประมาณค่าฟังก์ชันด้วย Radial Basis 

Function (RBFs) แบบ Thin Plate Spline : 2( ) ln jf r r r=  ซึ่งมีข้อดีคือไม่ต้องอาศัยตัวแปรจาก Shape 

parameter 

      การตรวจสอบความถูกต้องของงานวิจัยนี้ จะดำาเนินการโดยเปรียบเทียบผลการวิเคราะห์หาค่าความถี่

ธรรมชาติแบบไร้หน่วยกับงานวิจัยท่ีผ่านมา โดยทำาการวิเคราะห์หาค่าความถ่ีธรรมชาติของแผ่นพื้นหนา

ออร์โททรอปิกรูปสี่เหลี่ยมจตุรัสขนาด ×a a  ซึ่งกำาหนดสมบัติของวัสดุออร์โททรอปิกดังนี้ / 40,x yE E =

0.6 ,xy xz yG G E= =  
30.5 , 200 kg/myz yG E ρ= =  และ 0.25xyν =  สำาหรับค่าปรับแก้แรงเฉือนนั้นใช้  

5 6=sk  ซึ่งมีจุดรองรับแบบต่าง ๆ (ดัง Figure 3) โดยกำาหนดสัญลักษณ์ของจุดรองรับดังนี้

     1. S  คือ จุดรองรับอย่างง่าย (แบบแข็ง)

     2. C  คือ จุดรองรับยึดแน่น

     3. F  คือ จุดรองรับแบบอิสระ

     

    การกำาหนดลำาดับของจุดรองรับจะให้ลำาดับตำาแหน่งของขอบ 1-2, 2-3, 3-4 และ 4-1 ตามลำาดับ 

เช่นจุดรองรับแบบ SCSF  หมายถึง ด้าน 1-2 เป็นจุดรองรับอย่างง่าย ด้าน 2-3 เป็นจุดรองรับยึดแน่น ด้าน 

3-4 เป็นจุดรองรับอย่างง่าย และด้าน 4-1 เป็นจุดรองรับแบบอิสระเป็นต้น 

      Table 1 แสดงผลการเปรยีบเทยีบคา่พารามเิตอรค์วามถีธ่รรมชาตแิบบไรห้นว่ย   ระหวา่งผลทีค่ำานวณ

ได้กับผลวิเคราะห์ของ Wang และคณะ [13] ซึ่งได้เสนอผลวิเคราะห์แบบแม่นตรงไว้ด้วย โดยการวิเคราะห์นี้

ใช้จำานวนบาวดารีเอลิเมนต์จำานวน 200 และโหนดภายในโดเมนจำานวน 196 จาก Table 1 และยกตัวอย่าง



Chaiarun et al. (2024). “Free Vibration Analysis...,”                                         Science and Engineering Connect 47 (3), pp. 295-321

311

โหมดการสั่น (ดัง Figure 4) จะเห็นได้ว่าผลการวิเคราะห์มีความใกล้เคียงกัน ซึ่งความคลาดเคลื่อนโหมดที่ 1 

นั้นมีค่าอยู่ในช่วงร้อยละ 0.035 ถึงร้อยละ 1.236 ดังนั้นวิธีการที่นำาเสนอในงานวิจัยนี้สามารถใช้ได้และ

มีความถูกต้อง

Figure 3 Arrangement of support points on each side of orthotropic plate

Table 1 Comparison of first five non-dimensional natural frequency parameters 
2 2

22( / )( / )ω ω π ρ= ja h D  for / 0.1=h a  
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การตรวจสอบการลู่เข้าของคำาตอบ

    การประเมินการลู่เข้าของคำาตอบเชิงตัวเลขนั้น ทำาโดยการวิเคราะห์หาค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่น

พื้นหนาออร์โททรอปิกรูปสี่เหลี่ยมจตุรัสขนาด ×a a   เปรียบเทียบค่าความคลาดเคลื่อนกับคำาตอบเชิง

วิเคราะห์ในงานวิจัยของ Petrolito [11] ซึ่งกำาหนดสมบัติของวัสดุออร์โททรอปิกดังนี้ / 40,x yE E =  

0.6 , 0.5 ,xy xz y yz yG G E G E= = =  
3200 kg/mρ =  และ 0.25xyν =  สำาหรับค่าปรับแก้แรงเฉือนนั้นใช้

5 6=sk  ทีม่จุีดรองรบัธรรมดาแบบแขง็ ในการประมาณค่าฟังก์ชนัดว้ย Thin Plate Splines หากใชฟั้งกช์นั 

multi-quadrics ทำาให้วิเคราะห์ได้ง่ายขึ้น จากการตรวจสอบการลู่เข้าของคำาตอบนั้น เมื่อแบ่งจำานวน

เอลิเมนต์ที่ขอบ และโหนดภายในโดเมนเพิ่มขึ้น พบว่าความคลาดเคลื่อนมีแนวโน้มลดลง (ดู Figure 5) จะ

เหน็ไดว่้าจำานวนเอลเิมนตที์ข่อบไมค่อ่ยสง่ผลตอ่ความคลาดเคลือ่นของคำาตอบมากนกั แต่จำานวนโหนดภายใน

โดเมนมีผลต่อความคลาดเคลื่อนของคำาตอบเป็นอย่างมาก จากการศึกษาการลู่เข้าของคำาตอบพบว่าจำานวน

เอลิเมนต์อยู่ในช่วง 160 ถึง 240 และจำานวนโหนดภายในโดเมนอยู่ในช่วง 196 ถึง 400 เป็นช่วงที่ให้คำาตอบ

ที่ดี มีความคลาดเคลื่อนน้อยมากและไม่สิ้นเปลืองทรัพยากรในการคำานวณทำาให้คำานวณได้รวดเร็วขึ้น

Figure 4 Mode shapes of thick orthotropic rectangular plate with SSSS boundary 

condition for  / 0.1=h a
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ผลของอัตราส่วนค่ามอดุลัสยืดหยุ่น /x yE E  และอัตราส่วน /h a  ที่ส่งผลต่อความถี่ธรรมชาติ

    เพื่อศึกษาผลของอัตราส่วนของมอดุลัสยืดหยุ่นที่ส่งผลต่อความถี่ธรรมชาติของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก

รูปร่างส่ีเหลี่ยมจตุรัสขนาด 1 1×  เมตร เง่ือนไขรองรับธรรมดาแบบแข็ง ซึ่งได้กำาหนดอัตราส่วน / 2,x yE E =  และ 

เมื่อให้ xE  คงที่และแปรผัน yE  ด้วยอัตราส่วนความหนาต่อด้านสั้นเท่ากับ 0.1   ถึง 0.2  0.6 ,xy xz yG G E= =  
0.5 ,yz yG E=  

3200 kg/mρ =  และ 0.25xyν =  จากการศึกษาพบว่าเมื่ออัตราส่วนมอดุลัสยืดหยุ่นเพ่ิมขึ้น

ความถี่ธรรมชาติยิ่งลดลง เนื่องจากสติฟเนสของแผ่นพื้นมีค่าลดลง อัตราส่วนความหนาต่อด้านสั้น ส่งผลต่อค่าความถี่

ธรรมชาต ิเมือ่ความหนาเพ่ิมขึน้ความถีธ่รรมชาตมีิคา่เพ่ิมข้ึน เนือ่งจากสตฟิเนสเพิม่ขึน้ โดยงานวจัิยนีแ้สดงความสมัพนัธ์

ของอัตราส่วนของมอดุลัสยืดหยุ่นที่อัตราส่วนความหนาต่อด้านสั้นที่แตกต่างกันกับความถี่ธรรมชาติ (ดู Figure 6)

Figure 5 Comparison of convergence of natural frequency parameters with different

numbers of N  elements and M  domains
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การวเิคราะห์ความถีธ่รรมชาติของแผน่พืน้หนาออรโ์ททรอปิกทีม่เีงือ่นไขรองรบัทีข่อบแบบผสม Elastic support - 

Elastic restraint

     การวิเคราะห์ค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิก โดยการเปลี่ยนแปลงค่าความ

แข็งเกร็งต่อการเคลื่อนท่ี (translational stiffness : trk ) และค่าความแข็งเกร็งต่อการดัด (rotational 

stiffness : rok  ) วัสดุออร์โททรอปิกจะใช้ 3
22( )=tr trk k a D  กับ 22( )=ro rok k a D  [17] ซึ่งเป็นเงื่อนไข

ของจุดรองรับแบบผสมของเงื่อนไขรองรับแบบยืดหยุ่น (Elastic support) กับเง่ือนไขรองรับยืดหยุ่น

แบบยึดรั้ง (Elastic restraint) (ดู Figure 7) ในการวิเคราะห์ครั้งนี้จะใช้สมบัติของวัสดุตามหัวข้อการตรวจ

สอบการลู่เข้าของคำาตอบ โดยแผ่นพื้นที่พิจารณา คือสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 x 1 ตารางเมตร ความหนา 0.1 

เมตร โดยใช้จำานวนของเอลิเมนต์ที่ขอบเขตและจำานวนโหนดภายในโดเมนที่ใช้ คือ  200 และ 400  ตาม

ลำาดับ และผลการวิเคราะห์ค่าความถ่ีธรรมชาติแบบไร้หน่วย แสดงดัง Table 2 แสดงให้เห็นว่า เม่ือ trk  

=0 แผ่นพื้นจะแสดงพฤติกรรมสอดคล้องกับค่าความถ่ีธรรมชาติที่มีเงื่อนไขรองรับแบบอิสระ และเมื่อ trk  

มีค่าเข้าใกล้อนันต์ ค่าความถี่ธรรมชาติจะสอดคล้องกับค่าความถี่ธรรมชาติที่มีเงื่อนไขรองรับแบบธรรมดา

แบบแข็ง เมื่อ rok  =0 แผ่นพื้นจะแสดงพฤติกรรมสอดคล้องกับค่าความถี่ธรรมชาติที่มีเงื่อนไขรองรับแบบ

ธรรมดาแบบอ่อน และเมื่อ rok  มีค่าเข้าใกล้อนันต์ ค่าความถี่ธรรมชาติจะสอดคล้องกับค่าความถี่ธรรมชาติ

ท่ีมเีงือ่นไขรองรบัแบบยดึแนน่ ซึง่แสดงใหเ้หน็วา่วธิสีมการแอนนะล็อกสามารถวิเคราะห์ความถีธ่รรมชาติของ

แผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิกที่มีจุดรองรับที่ขอบระหว่าง จุดรองรับแบบอิสระ ผสมกับจุดรองรับธรรมดาแบบ

อ่อน และจุดรองรับธรรมดาแบบแข็งผสมกับจุดรองรับแบบยึดแน่นได้

Figure 6 Natural frequency versus thickness ratio /h a  for orthotropic plate with

different orthotropic degrees /x yE E  
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Figure 7 Thick orthotropic square plate with Elastic support - Elastic restraint 

Boundary conditions

Table 2 First five non-dimensional natural frequency parameter  with Elastic support - Elastic 

restraint boundary conditions
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การวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิกที่มีรูปร่างซับซ้อน

   เพื่อให้เห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ที่ประยุกต์ใช้วิธีเมชเลสในการวิเคราะห์ปัญหา

การสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิกที่มีรูปร่างซับซ้อน ซึ่งแสดงรูปร่างของแผ่นพื้นและโหนดภายใน

โดเมน (ดู Figure 8)  โดยกำาหนดสมบัติต่าง ๆ ตามหัวข้อการตรวจสอบความถูกต้องของวิธีการ กำาหนดให้

ใช้ความกว้างของแผ่นพื้นด้านสั้นที่สุด 1a =  และค่าความโค้งที่มากที่สุด 0.2b =  โดยแบ่งเอลิเมนต์ที่ขอบ

เท่ากับ 210 เอลิเมนต์ โหนดภายในโดเมนเท่ากับ 308 และ 483 โหนด เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์กับ

โปรแกรม ABAQUS โดยใช้ 3D shell element แบบ S8R จำานวน 2,808 เอลิเมนต์ จากการวิเคราะห์พบว่า

ค่าความถี่ธรรมชาติแบบไร้หน่วยที่ได้จากงานวิจัยนี้ มีความสอดคล้องกัน แสดงดัง Table 3 จากตัวอย่างข้าง

ต้นได้แสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของวิธีบาวดารีเอลิเมนต์ โดยอาศัยวิธีสมการแอนนะล็อกในการประมาณ

คำาตอบ ซ่ึงเป็นวิธีท่ีสามารถแสดงให้เห็นพฤติกรรมการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนาออร์โททรอปิกที่มีรูปทรง

ซบัซอ้น (ด ูFigure 9) และจะเหน็ไดว้า่คำาตอบนัน้ขึน้อยูก่บัอนัดบัอนพุนัธข์องสมการเดมิเทา่นัน้ ดงันัน้วธิกีาร

นี้จึงนำาไปประยุกต์ใช้กับปัญหาต่าง ๆ ได้ 

Figure 8 Orthotropic thick general plate with CSS boundary condition
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Table 3 Comparison of the first five non-dimensional natural frequency parameters 
2 2

22( / )( / )ω ω π ρ= ja h D   for a thick orthotropic general plate
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Figure 8 Orthotropic thick general plate with CSS boundary condition 559 

 560 

Table 3 Comparison of the first five non-dimensional natural frequency parameters 561 
2 2

22( / )( / )   = ja h D  for a thick orthotropic general plate 562 

 563 

Boundary 
condition /h a  N  M  Method 

Mode number 
1 2 3 4 5 

CSS 

 
 

0.1 

 
 

210 

 ABAQUS 4.906 6.329 8.956 11.258 12.017 
308 Present 4.949 6.408 8.991 11.240 12.379 
percentage error 0.879 1.240 0.386 0.165 2.927 
483 Present 4.943 6.392 8.959 11.242 12.365 
percentage error 0.740 0.980 0.035 0.139 2.817 

 
 

0.2 

 
 

210 

 ABAQUS 3.136 4.413 6.332 6.556 7.402 
308 Present 3.155 4.460 6.337 6.573 7.436 
percentage error 0.602 1.054 0.078 0.256 0.462 
483 Present 3.151 4.457 6.335 6.571 7.435 
percentage error 0.481 0.981 0.048 0.231 0.443 

(A) Mode shapes of thick orthotropic general plate with CSS boundary condition for  =0.1

Figure 9 Mode shapes of thick orthotropic general plate 
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Conclusions
    การศึกษาน้ีได้พัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนต์สำาหรับวิเคราะห์ปัญหาการสั่นอิสระของแผ่นพื้นหนา

แบบออร์โททรอปิกตามสมมติฐานของ Mindlin ซึ่งสามารถวิเคราะห์แผ่นพื้นหนาที่มีรูปร่างซับซ้อนได้ โดย

ใช้หลักการของวิธีสมการแอนนะล็อก ซึ่งวิธีการดังกล่าวคือการแทนสมการควบคุมดั้งเดิมด้วยสมการปัวซอง

สามสมการที่เป็นอิสระต่อกัน ภายใต้แรงกระทำาสมมติ โดยมีเงื่อนไขขอบเขตเดียวกันกับปัญหาเดิม จากผล

การวิเคราะห์สรุปได้ดังนี้ 

    1. คำาตอบที่ได้จากวิธีบาวดารีเอลิเมนต์มีความสอดคล้องกับคำาตอบที่ได้จากงานวิจัยอื่น ๆ ที่ผ่านมา 

แสดงใหเ้หน็ถงึประสทิธภิาพของวธิกีารนี ้ดงันัน้วธินีีส้ามารถใช้วิเคราะห์ปญัหาการสัน่อสิระของแผน่พืน้หนา

แบบออร์โททรอปิกได้อย่างมีประสิทธิภาพ

    2. การลู่เข้าของคำาตอบเมื่อทำาการแบ่งเอลิเมนต์ที่ขอบและจำานวนโหนดภายในมากขึ้น ส่งผลให้ค่า

ความคลาดเคลื่อนของคำาตอบลดน้อยลง เมื่อแบ่งเอลิเมนต์ที่ขอบตั้งแต่ 100 เอลิเมนต์จนถึง 200 เอลิเมนต์ 

พบวา่ไม่สง่ผลกระทบต่อค่าความคลาดเคลือ่นของคำาตอบมากนักเมือ่เทยีบกบัจำานวนโหนดภายในโดเมนตัง้แต ่

81 จุดจนถึง 400 จุดพบว่าค่าความคลาดเคลื่อนมีแนวโน้มลดลง เมื่อจำานวนโหนดภายในโดเมนเพิ่มมากขึ้น 

    3. จากการพิจารณาผลของพารามิเตอร์ต่าง ๆ พบว่าเมื่อความหนาเพิ่มขึ้นส่งผลให้ความถี่ธรรมชาติ

สูงขึ้น เนื่องจากค่าสติฟเนสของแผ่นพื้นสูงขึ้น ในขณะที่อัตราส่วนค่ามอดุลัสยืดหยุ่นเพิ่มขึ้น ทำาให้ค่าความถี่

ธรรมชาตลิดลง เนือ่งจากเม่ืออัตราส่วนค่ามอดลัุสยดืหยุน่ลดลงสง่ผลใหค้า่ความแขง็ของแผน่พืน้ลดลงดว้ยเชน่กนั 

          

Figure 9 Mode shapes of thick orthotropic general plate (continued) 

(B) Mode shapes of thick orthotropic general plate with CSS boundary condition for =0.2
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      4. จากการศึกษาเงื่อนไขของจุดรองรับที่ขอบ กรณีที่เป็นจุดรองรับแบบยืดหยุ่น เมื่อ trk  = 0 แผ่นพื้น

จะแสดงพฤติกรรมสอดคล้องกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นพื้นที่มีเงื่อนไขรองรับแบบอิสระและเมื่อ trk  มี

คา่เขา้ใกลอ้นนัต์ คา่ความถีธ่รรมชาตขิองแผน่พืน้จะสอดคลอ้งกบัแผน่พืน้ทีม่เีงือ่นไขรองรบัแบบธรรมดาแบบ

แข็ง และเงื่อนไขของจุดรองรับที่ขอบ กรณีที่เป็นจุดรองรับแบบยึดรั้งยืดหยุ่น เมื่อ rok  = 0 แผ่นพื้นจะแสดง

พฤติกรรมสอดคล้องกับแผ่นพื้นที่มีเงื่อนไขรองรับแบบธรรมดาแบบอ่อนและเมื่อ rok  มีค่าเข้าใกล้อนันต์ ค่า

ความถี่ธรรมชาติจะสอดคล้องกับค่าความถี่ธรรมชาติของแผ่นพื้นที่มีเงื่อนไขรองรับแบบยึดแน่น

       5. วิธีทีน่ำาเสนอในงานวจิยันีส้ามารถนำาไปประยกุตใ์ชใ้นการวเิคราะห์หาคา่ความถีธ่รรมชาตแิละลักษณะ

การสั่นของแผ่นพื้นหนาแบบออร์โททรอปิกที่มีรูปร่างและเงื่อนไขขอบเขตที่ซับซ้อนได้อย่างมีประสิทธิภาพ
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