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บทคัดย่อ

	 งานวิจัยน้ีมีวัตถุประสงค์เพื่อนำาเสนอการโก่งตัวมากของคานย่ืนท่ีทำาจากวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 โดย

พิจารณาผลของความไม่เป็นเชิงเส้น	 ทั้งทางเรขาคณิตและความไม่เป็นเชิงเส้นของวัสดุ	 คานรับแรงกระทำาที่ปลายคาน

จากสายเคเบิลทีด่งึรัง้	โดยสายเคเบิลจะดงึรัง้ปลายคานผา่นจดุยึดหมนุท่ีกำาหนดให้มตีำาแหนง่อยู่ใต้ฐานรองรบัแบบยึดแนน่

ของคาน	 ทั้งนี้ใช้หลักการของวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกเพื่อหาความสัมพันธ์ท่ีไม่เป็นเชิงเส้นของโมเมนต์ดัดและค่า

ความโค้ง	โดยการสร้างสมการครอบคลุมปัญหาขึ้นจากการพิจารณาสมดุลของคาน	และความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของ

ชิ้นส่วนย่อยของคาน	รวมถึงความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและค่าความโค้ง	การหาคำาตอบเชิงตัวเลขของสมการอาศัย

ระเบียบวิธีการยิงเป้า	ผลการศึกษาพบว่าการเปลี่ยนแปลงค่าคงที่ของวัสดุ	n	และ	 	มีผลต่อระยะการโก่งตัวและแรง

ที่กระทำา	ทั้งนี้แสดงพฤติกรรมระยะการโก่งตัวมากของคานยื่นที่มีผลมาจากวัสดุที่ไม่เป็นเชิงเส้นในรูปกราฟความสัมพันธ์

ระหว่างแรงและระยะการเคลื่อนที่

 คำ�สำ�คัญ :	การโก่งตัวมาก	/	คานปลายยื่น	/	เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	/	วิธีการยิงเป้า	/	วัสดุไม่เป็นเชิงเส้น
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ผลกระทบของความไม่เป็นเชิงเส้นของวัสดุต่อการโก่งตัวมากของคานยื่น
ที่ทำาจากวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล
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 This research aims to present large deflections of a cantilever beam made of a Generalized  
Ludwick material. Both geometric and material nonlinearities are considered. The beam is subject to the 
tension from a guyed cable. The guyed cable is attached from the free end of the beam and passes through 
a pin support, which is located under a fixed end of the beam. The Generalized Ludwick constitutive law 
is employed to derive the nonlinear moment curvature relation. The governing equations of this problem 
are formulated by considering the equilibrium of the beam, the geometric relations of a beam segment and 
the moment curvature relation. The shooting method is employed to obtain the numerical solutions. The 
results show that changes in the nonlinear material constants n and  have a significant effect on the large  
displacements and their corresponding applied loads. The load displacement diagrams are illustrated to 
explain the effect of material nonlinearity on the large displacement behavior of the cantilever beam.

 Keywords : Cantilever Beam / Generalized Ludwick / Large Deflection / Nonlinear Material /  
   Shooting Method

Abstract

Effect of Material Nonlinearity on the Large Deflections of 
Cantilever Beam made of Generalized Ludwick Material Subjected to 

Tension from a Guyed Cable
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1. บทนำ�
 ที่ม�และคว�มสำ�คัญ

	 	 	การวิเคราะห์โครงสร้างโดยท่ัวไปอยู่บนพื้นฐาน 

และหลกัการตามทฤษฎทีีเ่ป็นเชิงเสน้โดยกำาหนดสมมติฐาน

ให้โครงสร้างที่นำามาวิเคราะห์มีการแอ่นตัวหรือโก่งตัวน้อย

มาก	 และสมบัติของวัสดุอยู่ภายใต้กฎของฮุค	 กล่าวคือ

ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียดมีลักษณะ

เป็นเส้นตรงในช่วงยืดหยุ่น	(Elastic)	

	 	 	ในปัจจุบันเทคโนโลยีทางด้านวัสดุวิศวกรรม

และเทคโนโลยีการก่อสร้างได้มีการพัฒนาไปอย่างมาก	

ดังนั้นโครงสร้างสมัยใหม่จึงสามารถมีองค์ประกอบท่ี

สลับซับซ้อนเพิ่มข้ึนได้	 ซ่ึงในกรณีที่โครงสร้างมีความ

ชะลูดสูง	 การพิจารณาการโก่งตัวมากของคานหรือ

การพิจารณาถึงความไม่เป็นเชิงเส้นทางเรขาคณิตเป็น 

สิง่จำาเปน็	นอกจากนีใ้นกรณทีีวั่สดุทีน่ำามาใชเ้ปน็วัสดุพเิศษ

ท่ีมีความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียดในช่วง

ยืดหยุ่นมีลักษณะไม่เป็นเชิงเส้นการวิเคราะห์โครงสร้าง

ด้วยทฤษฎีเชิงเส้นจะไม่สามารถทำาได้	 ดังนั้นการศึกษา

พฤติกรรมของโครงสร้างที่มีความไม่เป็นเชิงเส้นเรขาคณิต

ร่วมกับความไม่เป็นเชิงเส้นในด้านวัสดุจึงเป็นเร่ืองที่น่า

สนใจ	 ตัวอย่างของปัญหานี้ท่ีสามารถนำาไปใช้งานจริงได้	

ได้แก่	การวิเคราะห์โครงสร้างที่มีการยึดรั้งด้วยสายเคเบิล	

เช่น	 โครงสร้างสะพานขึง	 สะพานสายเคเบิล	 อาคาร

โดม	 อาคารสนามกีฬาขนาดใหญ่	 และเสาอาคารสื่อสาร

โทรคมนาคม	เป็นต้น

	 	 	การศึกษาปัญหาการโก่งตัวมากของโครงสร้าง

ในอดีตเริ่มต้นจากปัญหาการโก่งตัวของคานย่ืนและคาน

ช่วงเดียวอย่างง่าย	 โดย	Conway	 [1]	 ได้เสนอแนวทาง

การใช้วิธีอีลิปติคอินทิกรัลเพื่อวิเคราะห์การโก่งตัวมากของ

คานอย่างง่าย	 ต่อมา	 Gospodnetic	 [2]	 ใช้วิธีอีลิปติค- 

อินทิกรัลเพื่อหาสมการแสดงเส้นโค้งการโก่งตัวมากของ

คานช่วงเดยีวภายใตแ้รงกระทำาแบบจดุ	โดยคำาตอบทีไ่ด้รบั

จัดเป็นคำาตอบแบบแม่นตรง	ซึ่งในเวลาต่อมา	Frisch-Fay	 

[3]	ได้ทำาการรวบรวมและแสดงตัวอย่างการนำาวิธีอลีปิติค- 

อินทกิรลัในการใชห้าคำาตอบของปญัหาโกง่ตวัมากของคาน
ในลักษณะต่างๆ	 โดยปัญหาการโก่งตัวมากของโครงสร้าง

ในลักษณะนี้มักเรียกเป็นการเฉพาะว่าปัญหาอีลาสติกคา	

แมว้า่วิธกีารอลีปิติคอนิทกิรลัสามารถแก้ปัญหาอลีาสติกคา 

และให้คำาตอบแม่นตรงได้แต่ปัญหาที่นำามาวิเคราะห์ควร

มีลักษณะการรับแรงท่ีไม่ซับซ้อน	 ในกรณีท่ีแรงกระทำา

มีความซับซ้อนหรือสมบัติของวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นการแก้

ปญัหาดว้ยวธิอีีลิปตคิอินทกิรลัเพื่อหาคำาตอบแบบแมน่ตรง

ไม่สามารถกระทำาได้	 ดังนั้นสำาหรับปัญหาอีลาสติกคาที่มี

ความซับซ้อนจำาเป็นต้องใช้วิธีการเชิงตัวเลขอันได้แก่	 วิธี

การยิงเป้า	(shooting	method)	และวิธกีารไฟไนตเ์อลเิมนต์	 

(Finite	 Element	 Method)	 มาช่วยในการหาคำาตอบ	

โดย	 Huddleston	 [4]	 และ	 Miller	 [5]	 เสนอวิธีการ 

ยิงเป้าสำาหรับการวิเคราะห์ปัญหาอีลาสติกคาในระนาบ	 

ต่อมา	Wang	และ	Kittipornchai	 [6]	นำาวิธีการยิงเป้า

มาประยุกต์ใช้สำาหรับวิเคราะห์ปัญหาการโก่งตัวมากของ 

ช้ินส่วนโครงสร้าง	 นอกจากวิธีการยิงเป้าแล้ววิธีการ 

ไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นอีกวิธีท่ีสามารถนำามาใช้ในการหา 

คำาตอบเชิงตัวเลขของปัญหาการโก่งตัวมากของโครงสร้าง

ได้ดังตัวอย่างงานวิจัยของ	 Chucheepsakul	 และ	

Huang	[7]	และ	Klaycham	และคณะ	[8]	แม้ว่าวิธีการ 

ไฟไนต์เอลิเมนต์จะสามารถประยุกต์ใช้กับรูปแบบปัญหา

ได้หลากหลายแต่สำาหรับปัญหาประเภทอีลาสติกคาวิธีการ

ไฟไนต์เอลิเมนต์จะมีข้ันตอนและกระบวนการในการหา 

คำาตอบท่ียุ่งยากกว่าวิธีการยิงเป้า	 ด้วยเหตุนี้งานวิจัยใน

กลุ่มนี้จึงมักนิยมเลือกใช้วิธีการยิงเป้าสำาหรับการวิเคราะห์

หาคำาตอบ

	 	 	จากงานวิจัยที่กล่าวมาข้างต้นล้วนเป็นการศึกษา 

พฤติกรรมของคานที่มีความยาวส่วนโค้งคงที่ภายใต้

สมมุติฐานที่ว่าวัสดุของคานมีความสัมพันธ์ระหว่าง

ความเค้นกับความเครียดเป็นเชิงเส้น	 แต่ในปัจจุบันมี

วัสดุจำานวนมากที่มีความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับ

ความเครียดไม่เป็นเชิงเส้น	 ดังนั้นสมมุติฐานข้างต้นจึงไม่

เหมาะสมสำาหรับคานที่ทำาจากวัสดุเหล่านี้

   ในอดีตมีตัวอย่างงานวิจัยที่ ศึกษาเก่ียวกับ

พฤติกรรมการเสียรูปมากของคานและเสาที่ทำาจากวัสดุ

ไม่เป็นเชิงเส้นดังนี้	 Lee	 [9]	 ได้ศึกษาการโก่งตัวมากของ

คานปลายย่ืนที่ทำาจากวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นภายใต้น้ำาหนัก

กระจายสม่ำาเสมอและน้ำาหนักบรรทุกคงที่กระทำาที่ปลาย

คานโดยวัสดุเป็นแบบลุดวิกซ่ึงงานวิจัยยังพบปัญหาของ

ความไม่เป็นเชิงเส้นและ	รูปทรงเรขาคณิตที่ไม่สามารถหา

ผลเฉลยในสมการรูปแบบปิดได้	ต่อมา	Solano	 [10]	 ได้
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นำาเสนอสมการในรูปแบบปิดโดยวิธีก่ึงวิเคราะห์	 (Semi-

Analysis)	 เพื่ออธิบายพฤติกรรมการโก่งตัวมากของคาน

ปลายย่ืนท่ีทำาจากวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นแบบลุดวิกที่รับแรง

กระทำาสม่ำาเสมอตลอดความยาวและแรงแบบจุดกระทำา

ที่ปลายคาน	Mutyalarao	และคณะ	 [11]	 วิเคราะห์การ 

แอ่นตัวมากของคานปลายย่ืนที่รับแรงแบบจุดกระทำาที่

ปลายคานโดยแรงทำามุมกับการเคลื่อนที่โดยใช้การแก้

ปัญหาด้วยเทคนิคการอินทิเกรตด้วยรุงเง-คุตตา	 อันดับ

สี่	 Athisakul	 และคณะ	 [12]	 เสนอผลกระทบของความ

ไม่เป็นเชิงเส้นของวัสดุแบบลุดวิกที่มีต่อการโก่งตัวมาก

ของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้น้ำาหนัก

ตัวเองกระจายสม่ำาเสมอตลอดความยาวส่วนโค้ง	 โดย 

นำาเสนอความสัมพันธ์ระหว่างแรงดึงวิกฤตกับค่าคงท่ีของ

ความไม่เป็นเชิงเส้น

	 	 	 ในส่วนของเสา	 Brojan	 และคณะ	 [13]	 ศึกษา

การโก่งเดาะและพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของเสาท่ี

ทำาจากวัสดุแบบลุดวิก	 และพบว่าสมบัติของวัสดุแบบ

ลุดวิก	 มีข้อบกพร่องในการวิเคราะห์หาค่าแรงดึงวิกฤต	

เนือ่งจากความชันของความสมัพนัธร์ะหว่างความเค้นและ

ความเครียดของแบบจำาลองวัสดุแบบลุดวิกในช่วงเริ่มต้น

มีค่าเป็นอนันต์และศูนย์เมื่อค่าคงที่ของวัสดุ	 n > 1	 และ	 
n < 1	ตามลำาดับ	ด้วยเหตุนี้	Jung	และ	Kang	[14]	ได้
เสนอความสมัพนัธข์องความเค้นและความเครยีดของวัสดุ

ใหม่โดยปรับปรุงสมการของลุดวิก	 ซ่ึงทำาให้ปัญหาที่กล่าว 

ข้างต้นได้รับการแก้ไข	และเรยีกแบบจำาลองวัสดุทีไ่ดรั้บการ

ปรับปรุงนี้ว่าแบบจำาลองวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 

ตอ่มาพบงานวิจยัท่ีใช้แบบจำาลองวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์-

ลุดวิกมากข้ึน	 เช่น	 Saetiew	 และ	 Chucheepsakul	

[15,16]	 ได้ศึกษาพฤติกรรมก่อนและหลังการโก่งเดาะ

ของเสาท่ีทำาจากวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 ผลจาก

การใช้แบบจำาลองวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกทำาให้

สามารถแสดงสมการสำาหรับคำานวณค่าแรงวิกฤตได้	 ใน

ขณะท่ีพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะได้แสดงให้เห็นถึงความ

มีเสถียรภาพและไร้เสถียรภาพของเสาเมื่อค่าคงที่ของ

วัสดุ		n > 1
	 	 	สำาหรับปัญหาการโก่งตัวมากของเสาหรือคาน

ปลายย่ืนที่รับแรงดึงรั้งท่ีปลายนั้นสามารถนำาไปประยุกต์

ใช้กับงานทางวิศวกรรมได้หลากหลาย	 ได้แก่	 สะพานขึง	

เสาอากาศ	คันเบ็ดตกปลา	หรือเครื่องเล่นในสวนสนุก	ซึ่ง

วัสดุที่ใช้ทำาโครงสร้างเหล่านี้อาจมีลักษณะไม่เป็นเชิงเส้น	

โดย	Phonok	และPhungpaingam	[17]	ได้ทำาการศึกษา

ผลของความไม่เป็นเชิงเส้นของวัสดุที่มีต่อการโก่งตัวมาก

ของเสาปลายย่ืนภายใต้แรงยึดรั้งท่ีปลายจากเคเบิลโดยยัง

คงพิจารณาสมบัติของวัสดุให้เป็นแบบลุดวิก	แต่เนื่องจาก

แบบจำาลองวัสดุท่ีใช้ในการคำานวณเป็นแบบลุดวิก	 ดังนั้น

จึงเกิดปัญหาในการคำานวณค่าแรงดึงวิกฤต	 ซ่ึงปัญหา 

ดังกล่าวได้รับการแก้ไขในงานวิจัยนี้โดยการนำาแบบจำาลอง

วัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกมาร่วมในการคำานวณ

	 	 	ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงศึกษาการโก่งตัวมากของคาน

ย่ืนท่ีทำาจากวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกภายใต้แรงยึด

รั้งที่ปลายจากเคเบิล	โดยรูปที่	1	แสดงความแตกต่างของ

ความสมัพนัธร์ะหว่างความเค้นกับความเครยีดของวสัดุท้ัง

แบบเชิงเส้น	แบบไม่เป็นเชิงเส้นตามหลักการลุดวิก	และ

แบบไม่เป็นเชิงเส้นตามหลักการเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก
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รูปท่ี 1	ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นกับความเครียดของวัสดุแบบเชิงเส้น	 ไม่เป็น 

	 	 เชิงเส้นแบบลุดวิกและไม่เป็นเชิงเส้นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก
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2. ทฤษฎีและสมก�รครอบคลุมปัญห�
	 รูปที่	 2	 แสดงลักษณะปัญหาการโก่งตัวมากของคาน

ปลายยื่นที่ทำาจากวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์-

ลุดวิก	 ภายใต้แรงดึงรั้งที่ปลายจากเคเบิล	 กำาหนดให้คาน

ปลายยื่นมีความยาว	 la	 โดยที่คานปลายยื่นทำามุม	β	 กับ
สายเคเบิล	ปลายด้านหนึ่งของเคเบิลยึดเข้ากับปลายอิสระ

ของคาน	 (จุด	 O)	 ส่วนที่ปลายอีกด้านหนึ่งของเคเบิลจะ

ยึดรั้งผ่านจุด	B	ซึ่งอยู่ต่ำาจากปลายที่ยึดแน่นของคาน	(จุด	
A)	 เป็นระยะ	 ha	 โดยแรงดึง	 T	 จากเคเบิลจะมีทิศทาง
ผ่านตำาแหน่งของฐานรองรับเสมอ	 B	 โดยสมมติฐาน 
และทฤษฎทีีเ่ก่ียวข้องรวมถึงสมการครอบคลมุปัญหาแสดง

รายละเอียดดังต่อไปนี้

 2.1  สมมติฐ�น

	 	 	การศึกษานี้ได้กำาหนดสมมติฐานไว้ดังนี้

	 	 	•	วัสดุท่ีใช้ทำาคานเป็นเนื้อเดียวกันและมีสมบัติ 

	 	 		 ทางกายภาพเหมือนกันในทุกทิศทางตลอด 

	 	 		 ความยาวคาน

	 	 	•	คานไม่มีการยืดหดตัวตามแนวแกนเมื่อรับแรง 

	 	 		 กระทำา

	 	 	•	สายเคเบิลมีการยืดหดตัวน้อยมากเมื่อรับแรง

	 	 	•	แรงดึงร้ังจากเคเบิลมทีศิทางทำามมุกับแนวราบ 

	 	 		 และผ่านจุดยึดรั้งที่ตำาแหน่ง	B	เสมอ

	 	 	•	การแอน่ตัวของคานปลายย่ืนมคีา่มากแตค่วาม 

	 	 		 เครียดที่เกิดขึ้นมีค่าน้อย

	 	 	•	ไม่พิจารณาน้ำาหนักของคานในการวิเคราะห์
	 	 	•	สมบัติของวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นเป็นไปตามความ 

	 	 		 สัมพันธ์แบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก
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รูปท่ี 2	คานปลายย่ืน	 (Cantilever	 Beam)	 ที่ถูกยึดรั้งด้าน 

	 	 ปลายอิสระด้วยสายเคเบิล	(ก่อนเกิดการโก่งตัวมาก)

al

ah

nkEI

y

x

A

B

O

T

 2.2  คว�มสัมพันธ์ระหว่�งโมเมนต์ดัดและคว�มโค้ง

	 	 	สมการของโมเมนต์ดัดและความโค้งของคาน

สามารถสร้างข้ึนจากการพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่าง

ความเค้นและความเครยีดรว่มกับเรขาคณติของเสน้โค้งใน

ระนาบ	โดยงานวิจยันีใ้ช้สมบัติของวัสดไุมเ่ป็นเชิงเสน้แบบ

เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 ซึ่งความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น

z
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และความเครียดแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกแสดงได้ดัง

สมการต่อไปนี้	[14]	

   (1)

เมื่อ	σ	คือค่าความเค้น	
    ε คือค่าความเครียด
  ε0  คือค่าคงที่ของวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก
  E	คือค่าโมดูลัสของการยืดหยุ่น
	 	 	จากการพิจารณาผลของการกระจายความเค้น

ภายในหนา้ตดัคานดังรปูที	่3	ทำาให้ได้ความสมัพนัธร์ะหว่าง

โมเมนต์ดัดภายในกับความเค้นที่ต้ังฉากกับหน้าตัดคาน

ตามสมการที่	(2)

      (2)

รูปท่ี 3	การกระจายความเค้นตามแนวแกนของคานซ่ึงมีความสัมพันธ์ของวัสดุแบบ 

	 	 เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก

	 	 	ในการศึกษานี้กำาหนดให้แกนอ้างอิงอยู่ที่ปลาย

คานที่จุด	O	ดังรูปที่	2	ดังนั้นเครื่องหมายโมเมนต์ดัดและ

ความโค้งของแกนสะเทินของคานเป็นไปตามรูปที่	 4	จาก

เรขาคณิตของเส้นโค้งในระนาบ	ค่าความโค้ง	(κ)	ของเส้น
โค้งเป็นไปตามสมการต่อไปนี้

       (3)

เมื่อ	ρ	คือค่ารัศมีความโค้งของระนาบสะเทินของคาน
   κ  คือค่าความโค้งของคาน
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รูปที่ 4	ความสัมพันธ์ระหว่างเครื่องหมายของโมเมนต์ดัดภายในคานและเครื่องหมายความ 

	 		 โค้งของแกน	สะเทินของคาน	(Curvature)

x

y

O

Positive bending
moment

Positive curvature

Negative bending
moment

Negative curvature

( )

x

y

+M+M

( )

-M -M

O

	 	 	เนื่องจากความเครียดและความโค้งของคาน	

(Curvature)	มีความสัมพันธ์กันด้วยสมการ

      (4)

	 	 		ดังนั้นจากสมการที่	 (1)-(4)	 ทำาให้ได้ความ

สัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดภายในคานกับความโค้งของ

คาน	สำาหรบัคานทีท่ำาจากวัสดุท่ีมสีมบัตไิมเ่ป็นเชิงเสน้แบบ

เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	ตามสมการต่อไปนี้

        

(5)

	 	 	 เมื่อ	แทนค่าความเครียดจากสมการที่	(4)	ลงไป

ในสมการท่ี	 (5)	 สามารถเขียนความสัมพันธ์ของโมเมนต์

ดัดและความโค้งได้ดังนี้

       (6)

	 	 	จากสมการท่ี	 (6)	 ทำาการอินทิเกรตตลอดพื้นที่

หน้าตัดรูปสี่เหลี่ยมพื้นผ้าทำาให้สามารถเขียนความสัมพันธ์

ระหว่างโมเมนตแ์ละความโคง้ของคานทีท่ำาจากวัสดุไมเ่ป็น

เชิงเส้นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกได้ดังสมการที่	(7)

  

 

   

     (7)

เม่ือ	M	คือโมเมนต์ดัดภายในหน้าตัด	 ณ	 ตำาแหน่งใดๆ	 

	 		 ของความยาวโค้ง	s
   b  คือค่าความกว้างของหน้าตัดคาน
   h  คือค่าความสูงของหน้าตัดคาน
	 	 	จากสมการข้างต้น	 หากพิจารณาวัสดุไม่เป็น

เชิงเส้นแบบลุดวิก	 โดยไม่พิจารณาค่า	 ε0	 โดยกำาหนด	 

ε0 = 0 แทนลงในสมการที่	(6)	ทำาให้สามารถเขียนความ
สัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้งของคานท่ีทำาจาก

วัสดุไม่เป็นเชิงเส้นแบบลุดวิก	ได้ดังนี้

 

     

(8)

เมื่อ	In	คือ	โมเมนต์ความเฉื่อยของหน้าตัดคานที่มีสมบัติ

แบบลุดวิก	โดยที่	

	 	 	จากสมการที	่(8)	ถ้าพจิารณาคานทีม่พีืน้ทีห่นา้ตัด 

รูปสี่เหลี่ยมฝืนผ้าที่มีความกว้าง	 b	 ความสูง	 h	 จะได้ค่า		
In	ดังแสดงในสมการที่	(9)

     

    (9)

	 	 	จากสมการที่	 (9)	 หากพิจารณาสมบัติของวัสดุ

เป็นแบบเชิงเส้น	n = 1	จะทำาให้ค่า	In	ลดรูปลงได้ตรงกับ 

ค่าโมเมนต์ความเฉื่อยของพื้นที่สี่เหลี่ยมผืนผ้าดังสมการ 

ที่	(10)
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          (10)

	 	 	 โดยที่	I0	หมายถึงโมเมนต์ความเฉื่อยของหน้าตัด

คานรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีสมบัติแบบเชิงเส้น

	 	 	เมื่อพิจารณากรณีที่สมบัติของวัสดุเป็นแบบ 

เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัด

และความโค้งจะมีความยุ่งยากซับซ้อนดังสมการท่ี	 (7)	

ด้วยเหตุนี้จึงทำาการจัดรูปโดยทำาการหาอนุพันธ์นิพจน์ใน

สมการที่	 (7)	 ทั้งสองข้าง	 จึงได้ความสัมพันธ์ระหว่าง

อนุพันธ์ของโมเมนต์ดัดและค่าความโค้งดังสมการที่	(11)

 

     (11)

  

    

	 	 	จากสมการที่	(11)	ทำาการนิยามพารามิเตอร์ใหม่	

Ink	 สำาหรับคานหน้าตัดสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีสมบัติของวัสดุ

เป็นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกได้ดังสมการที่	(12)

 

       
(12)

     

	 	 	 เมื่อนำาค่า	 Ink	 จากสมการที่	 (12)	 แทนลงไปใน

สมการท่ี	 (11)	 ทำาให้ได้สมการอยู่ในรูปแบบท่ีกระชับข้ึน 

ดังสมการที่	(13)	

       (13)

 2.3  สมก�รครอบคลุมปัญห�

	 	 	จากรูปที่	 2	 คานปลายยื่นมีความยาว	 la	 ปลาย

ด้านหนึ่งของเคเบิลยึดเข้ากับส่วนปลายอิสระของคานท่ี	

(จุด	 O)	 ในขณะที่ปลายอีกด้านหนึ่งของเคเบิลจะยึดรั้ง

ผ่านจุดรองรับท่ีจุด	 B	 ซ่ึงอยู่ต่ำาจากปลายท่ียึดแน่นของ

คาน	(จดุ	A)	เปน็ระยะ	ha	โดยหนา้ตัดคานเปน็รปูสีเ่หลีย่ม 

ผืนผ้าดังรูปที่	3

	 	 	 เมื่อคานเกิดการโก่งตัวดังรูปท่ี	 5	 แรงดึงร้ังจาก

เคเบิลจะมทีศิทางผา่นตำาแหนง่ของฐานยึดที	่B	เสมอ	เพือ่

ความสะดวกในการคำานวณจะทำาการกำาหนดพกัิดอา้งองิไว้

ที่ตำาแหน่ง	O	ดังรูปที่	5	โดยกำาหนดให้	θ	คือมุมลาดชัน
ที่จุดใดๆ	 ของคานเทียบกับแกนราบตลอดความยาวของ

ส่วนโค้ง	α	เป็นมุมที่วัดจากเคเบิลเทียบกับแกนราบ	หรือ
ทศิทางของแนวแรงดงึรัง้จากเคเบิล	T ระยะ xa	เป็นระยะ

ห่างทางแนวราบวัดจากปลายอิสระไปยังปลายยึดแน่น		T 
u  คือค่าระยะการเคลื่อนที่แนวราบ	ya	คือระยะการโก่งตัว

ในแนวดิ่ง	โดยเทียบกับตำาแหน่งก่อนเกิดการเสียรูป	s	คือ
พิกัดของคานตามแนวเส้นโค้ง

al

ah

A

B

O

T

0

ax u

vy

x

S

รูปที่ 5	การโก่งตัวของคานปลายยื่นจากแรงดึงรั้งจากเคเบิล
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	 	 	เมื่อพิจารณาสมดุลของโมเมนต์ที่จุด	 C	 ของ

ช้ินส่วนด้านปลายย่ืนของคานดังรูปที่	 6	 ทำาให้ได้สมการ

โมเมนต์ดัดของคานดังสมการที่	 (14)	 ทำาการหาอนุพันธ์

สมการที่	(14)	ทั้งสองข้างทำาให้ได้สมการที่	(15)

      (14)

    (15)

รูปที่ 6	แรงกระทำาต่อชิ้นส่วนย่อยด้านปลายของคานยื่น

O

y

x

T

0

V
M

x

yC

	 	 	ความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของเส้นโค้งการแอ่น

ตัวมากของคานตามรูปที่	7	แสดงได้ดังนี้

           (16a-b)

dy
y

x Odx

ds

รูปที่ 7	ชิ้นส่วนย่อยของอีลาสติคา

	 	 	นำาสมการที่	(16a-b)	แทนลงไปในสมการที่	(15)	

ได้ดังสมการที่	(17)

   (17)

	 	 	และถ้านำา	 	ในสมการที่	(17)	ไปแทนลงใน

สมการที่	(13)	แล้วทำาการจัดรูปใหม่ทำาให้ได้สมการที่	(18)

   (18)

	 	 	ดังนั้นสมการที่	 (3),	(16a-b)	และ	(18)	คือชุด

ของระบบสมการครอบคลุมปัญหาของคานปลายย่ืนท่ีมี

สมบัติของวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก

ภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิลด้านปลายอิสระ

3. ระเบียบวิธีก�รห�คำ�ตอบเชิงตัวเลข
	 จากระบบสมการครอบคลุมปัญหาอันได้แก่	 สมการท่ี	

(3),	(16a-b),	และ	(18)	เป็นระบบสมการอนพุนัธท์ีม่คีวาม

ไมเ่ป็นเชงิเสน้	การหาคำาตอบเชิงวิเคราะห์ไมส่ามารถทำาได้	

ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงอาศัยระเบียบวิธีการยิงเป้าในการหา

คำาตอบ	 วิธีนี้เป็นวิธีการหาคำาตอบเชิงตัวเลขของปัญหา

แบบเงื่อนไขขอบเขตซึ่งสามารถให้ผลลัพธ์ที่มีความถูกต้อง

แม่นยำา	 โดยรายละเอียดของระเบียบวิธีการยิงเป้ามีดัง 

ต่อไปนี้

 3.1  ตัวแปรไร้มิติ

	 	 	 เพื่อความสะดวกในการหาคำาตอบเชิงตัวเลขและ

ลดความผิดพลาดจากการคำานวณ	 จึงทำาการจัดรูปของ

สมการครอบคลุมปัญหาให้อยู่ในรูปของตัวแปรไร้มิติ	 โดย

ตัวแปรไร้มิติที่ใช้ในงานวิจัยนี้ได้แก่

   

 (19a-f)

   (19g-j)

     (19k-m)

 3.2  สมก�รครอบคุลมปัญห�ในรูปตัวแปรไร้มิติ

	 	 	สำาหรับปัญหาคานภายใต้แรงดึงรั้งจากสายเคเบิล

ด้านปลายอิสระสามารถเขียนสมการครอบคลุมให้อยู่ใน

รูปของตัวแปรไร้มิติได้โดยอาศัยสมการท่ี	 (3),	 (16a-b),	

(18)	และสมการท่ี	(19)	ซ่ึงทำาให้ได้ระบบสมการครอบคลุม 

ปัญหาในรูปตัวแปรไร้มิติดังนี้

      (20)
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      (21)

     (22)

        (23)

	 	 	การหาคำาตอบของระบบสมการอนุพันธ์ที่อยู่ใน

รูปของตัวแปรไร้มิติข้างต้นสามารถทำาได้โดยใช้ระเบียบวิธี

การยิงเป้า	โดยมีเงื่อนไขขอบเขต	2	จุด	ณ	ตำาแหน่งปลาย

ทั้งสองข้างของคานดังนี้

	 	 	 เงื่อนไขที่จุดปลายด้านขวา	(จุด	O);	

  (24a-e)

	 	 	 เงื่อนไขที่จุดปลายด้านซ้าย	(จุด	A);	
   (25a-d)

	 	 	 ข้ันตอนการคำานวณเร่ิมต้นจากการกำาหนดค่า 

เริ่มต้น	ระยะ	 	และกำาหนดสมบัติของวัสดุ	  

จากนั้นกำาหนดค่าระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	 และ

กำาหนดจุดสิ้นสุดในการคำานวณ	ให้กับสมการอนุพันธ์	โดย

งานวิจยันีเ้ลอืกจดุรองรบัด้านขวาของคาน	(จดุ	O)	เป็นจดุ

เริม่ตน้	ซ่ึงเง่ือนไขค่าเร่ิมต้นจะประกอบด้วยเง่ือนไขทีท่ราบ

ค่าแน่นอนตามเง่ือนไขขอบเขตดังสมการที่	 (24a-c,e)	 

และ	(25a,d)	โดยมีเป้าเพื่อหาค่าตัวแปรที่ต้องการ	ได้แก่		

	ตลอดความยาวของคานยื่น	แต่ขั้นตอนการ

คำานวณจำาเป็นต้องทำาการสุ่มค่า	 	 เพื่อใช้เป็นค่า 

เร่ิมต้นในกระบวนการคำานวณด้วยวิธีการยิงเป้าร่วมกับ

วิธีอินทิเกรตด้วยวิธีรุงเง-คุตตาอันดับสี่จากปลายด้านขวา 

กลับมาด้านซ้ายของคาน	 โดยการตรวจสอบความถูกต้อง

ของผลการคำานวณนั้น	 ได้ทำาการเปรียบเทียบกับเง่ือนไข

ขอบเขตท่ีทราบค่าแน่นอน	 ซ่ึงในท่ีนี้ใช้เง่ือนไขดังระบุใน

สมการที่	 (26)	ซึ่งในแต่ละรอบของการคำานวณหากมีการ

ตรวจสอบพบว่าค่าของฟังก์ชันทางขวาของสมการที่	 (26)	

ยังมีค่ามากกว่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมให้	 10-7	 จะเกิด

การคำานวณซ้ำาจนกระทั่งได้คำาตอบสอดคล้องกับเงื่อนไข	

    

  

  (26)

4. ผลก�รวิเคร�ะห์
 4.1  ตรวจสอบคว�มถูกต้องของผลก�รวิเคร�ะห์

   เพือ่ให้เกิดความมัน่ใจว่าแบบจำาลองทางคณติศาสตร์ 

และโปรแกรมที่ถูกพัฒนาข้ึนมานั้นมีความถูกต้อง	 และ

สามารถนำามาใช้ในการหาคำาตอบเชิงตัวเลขของปัญหาที่

กล่าวมาข้างต้น	 จำาเป็นต้องมีการตรวจสอบความถูกต้อง

ของคำาตอบท่ีได้	โดยนำาไปเปรยีบเทยีบกับปญัหาการโก่งตัว 

มากของเสาปลายย่ืนที่ทำาจากวัสดุแบบลุดวิกภายใต้แรง

ยึดรั้งท่ีปลายเคเบิล	 ในงานวิจัยของ	 Phonok	 และ	 

Phungpaingam	[17]	

	 	 	จากตารางที่	1	และตารางที่	2	แสดงการเปรียบ

เทียบผลการวิเคราะห์ปัญหาในกรณีวัสดุแบบเชิงเส้นและ

ไมเ่ปน็เชิงเสน้แบบลดุวิกระหว่างงานวิจยันีกั้บงานวิจยัของ	 

Phonok	 และ	 Phungpaingam	 [17]	 ซ่ึงผลที่ได้มีค่า

ใกล้เคียงกันมาก	 โดยมีค่าความคลาดเคลื่อนของแรงดึง 

ในเคเบิล	 	 =	 0.0001%	 มุม	 α	 =	 0.0001%	 และ 

มุม 	=	0.0002%	แสดงให้เห็นว่าโปรแกรมที่ถูกพัฒนา

ข้ึนมานั้นมีความถูกต้องแม่นยำาเพียงพอสำาหรับกรณีวัสดุที่

เป็นเชิงเส้นและไม่เป็นเชิงเส้นแบบลุดวิก



521วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 39 ฉบับที่ 4 ตุลาคม - ธันวาคม 2559

ต�ร�งที่ 1	เปรียบเทียบแรงดึงรั้งจากเคเบิล	  มุม α	และมุม	  

					 	 	 กรณีวัสดุแบบเชิงเส้น	 n = 1   = 0	 กับงานวิจัยของ	 Phonok	 และ	 

	 	 	 	 Phungpaingam	[17]

u  
T   0  

[17]  [17] งานวิจัยนี้  [17] งานวิจัยนี้  
0.01 9.88613 9.88615 -0.1157 -0.1157 0.2313 0.2313 
0.10 10.04173 10.04173 -0.3712 -0.3712 0.7425 0.7425 
0.20 10.23113 10.23113 -0.5345 -0.5345 1.0689 1.0689 
0.30 10.44157 10.44157 -0.6674 -0.6674 1.3347 1.3347 
0.40 10.67820 10.67820 -0.7871 -0.7871 1.5743 1.5743 
0.50 10.94841 10.94840 -0.9010 -0.9010 1.8021 1.8021 
0.60 11.26328 11.26327 -1.0136 -1.0137 2.0273 2.0273 
0.70 11.64075 11.64074 -1.1290 -1.1290 2.2581 2.2581 
0.80 12.11298 12.11298 -1.2522 -1.2522 2.5045 2.5045 
0.90 12.74827 12.74826 -1.3919 -1.3919 2.7837 2.7838 
0.99 13.61848 13.61847 -1.5495 -1.5495 3.0990 3.0990 

งานวิจัยนี้

ต�ร�งที่ 2	เปรียบเทียบแรงดึงรั้งจากเคเบิล	  มุม α	และมุม	  

				 	 	 กรณีวัสดุแบบไม่เป็นเชิงเส้น	 n = 2   = 0	 กับงานวิจัยของ	 Phonok	 

	 	 	 	 และ	Phungpaingam	[17]

u  
T   0  

[17] [17] [17] 
0.01 184.78534 185.00436 -0.1120 -0.1120 0.2240 0.2240 
0.10 104.74725 104.83242 -0.3596 -0.3596 0.7192 0.7191 
0.20 88.93218 89.01847 -0.5179 -0.5178 1.0358 1.0357 
0.30 81.20926 81.25822 -0.6470 -0.6470 1.2940 1.2940 
0.40 76.45925 76.49171 -0.7637 -0.7636 1.5273 1.5273 
0.50 73.26329 73.28491 -0.8749 -0.8749 1.7499 1.7499 
0.60 71.05663 71.07183 -0.9855 -0.9855 1.9710 1.9710 
0.70 69.59024 69.60110 -1.0997 -1.0997 2.1994 2.1994 
0.80 68.78973 68.79874 -1.2232 -1.2232 2.4465 2.4465 

งานวิจัยนี้ งานวิจัยนี้งานวิจัยนี้

0.90 68.77557 68.78527 -1.3673 -1.3673 2.7346 2.7346 
0.99 70.04426 70.05373 -1.5441 -1.5441 3.0881 3.0882 
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	 	 	งานวิจัยนี้ได้แสดงการเปรียบเทียบค่าแรงวิกฤต

ของคานที่มีสมบัติของวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิก	 ดัง

ตารางที่	3	พบว่า	เมื่อกำาหนดให้ค่า	  = 0	ซึ่งเป็นกรณี

ที่แรงดึงรั้งของสายเคเบิลผ่านจุดรองรับแบบยึดแน่นเสมอ	

ทำาให้ปัญหานี้มีลักษณะใกล้เคียงกับปัญหาเสารับแรงอัดท่ี

มีจุดรองรับแบบยึดหมุนทั้งสองด้าน	 เมื่อพิจารณาค่าคงที่

ของวัสดุที่	n = 0.9	และ	ε = 0.001	จะได้ค่าแรงวิกฤต	
	เท่ากับ	5.177	และถ้าให้ค่าคงที่ของวัสดุ	n	น้อยมากๆ	

ผลของแรงดึงวิกฤต	 	จะมีค่าเข้าใกล้ศูนย์	ส่วนที่ค่าคงที่

ของวัสดุ	n = 1	ผลของแรงดึงวิกฤต	 	จะมีค่าเข้าใกล้

ค่า	 π2	 ซ่ึงใกล้เคียงกับค่าแรงวิกฤตของเสาท่ีมีจุดรองรับ

แบบยึดหมุนทั้งสองด้าน	 และในกรณีที่กำาหนดให้ค่าคงที่	

n = 1.25	และ	ε = 0.001	พบว่าค่าแรงดึงวิกฤต	  จะ

มีค่า	31.475	ซึ่งผลที่ได้สอดคล้องกับคำาตอบเชิงวิเคราะห์ 

ที่ได้จากงานวิจัยของ	 Saetiew	 และ	 Chucheepsakul	

[15]	ตามสมการที่	(27)

       (27)

ต�ร�งที่ 3	เปรยีบเทียบการคำานวณหาคา่แรงวิกฤตของคานท่ีมสีมบัตขิองวัสดแุบบ 

    เจนเนอร์รลัไลซ์ลดุวิกกับงานวจิยัของ	Saetiew	และ	Chucheepsakul	[15]

0  n  crT [15] crT งานวิจัยนี้  % ความแตกตาง  
 

0.001 
0.9 5.090072 5.177373 1.715123 
1 9.869604 9.871305 0.017231 

1.25 31.433282 31.47537 0.133895 

 4.2  ก�รโก่งตัวม�กของค�นย่ืนที่ทำ�จ�กวัสดุไม่เป็น

เชิงเส้นแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกภ�ยใต้แรงยึดรั้งที่

ปล�ยจ�กเคเบิล

	 	 	หัวข้อนี้นำาเสนอผลการวิเคราะห์ปัญหาการ

โก่งตัวมากของคานท่ีทำาจากวัสดุไม่เป็นเชิงเส้นแบบ 

เจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกภายใต้แรงดึงร้ังท่ีปลายจากเคเบิล

โดยสำาหรับงานวิจัยนี้กำาหนดให้ขนาดของหน้าตัดคาน 

มีค่าดังต่อไปนี้

	 	 	ค่าความกว้างของหน้าตัดคาน	  = 0.075
	 	 	ค่าความสูงของหน้าตัดคาน	  = 0.1
	 	 	รูปที่	 8	 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้ง 

จากเคเบิล	 	กับระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	ที่ระยะ		

ซ่ึงการโก่งตัวของคานภายใต้แรงลักษณะนี้มีรูปแบบคล้าย

กับเสาที่มีปลายทั้งสองด้านเป็นจุดยึดหมุนและมีแรงอัด

กระทำาที่ปลายคาน	 ทั้งนี้เนื่องจากทิศทางของแรงดึงร้ัง

จากเคเบิลให้รูปร่างการโก่งตัวโดยผ่านจุดยึดร้ังเสมอ	 ซ่ึง

จุดยึดรั้งในกรณีนี้อยู่ตำาแหน่งเดียวกับจุดยึดแน่นของคาน	

สำาหรับกรณีที่ค่าคงที่ของวัสดุ	n = 1	และ	n < 1	ค่า
ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	เพิ่มขึ้นตามค่าแรงดึงรั้ง

จากเคเบิลที่เพิ่มขึ้น	 ส่วนกรณีที่ค่าคงที่ของวัสดุ	 n > 1  
เมื่อคานเกิดการโก่งตัวแล้วแรงดึงร้ังจากเคเบิลยังคง 

ลดลงอย่างรวดเร็ว	 โดยเมื่อแรงดึงรั้งจากเคเบิลลดลงถึง

คา่หนึง่แลว้จากนัน้จะค่อยๆปรบัคา่เพิม่ข้ึนจนถึงตำาแหนง่ที่

คานเกิดการโก่งตวัสงูสดุ	ผลของการลดลงและเพิม่ข้ึนของ

แรงดึงในเคเบิลในกรณีที่	n > 1	เป็นผลมาจากสองส่วน 
ด้วยกันคือ	 1)	 ผลจากความชันของความสัมพันธ์ระหว่าง

ความเค้นและความเครียด	และ	2)	ผลจากการโก่งตัวของ

เสา	 โดยที่ความชันของความสัมพันธ์ระหว่างความเค้น

และความเครียดจะมีค่าลดลงอย่างมากในช่วงแรก	 (รูป

ท่ี	 1)	 ซ่ึงมีผลทำาให้สติฟเนสของเสาลดลงตามไปด้วย	 

ในขณะที่ผลจากการโก่งตัวของเสามีผลทำาให้สติฟเนสของ

เสาเพิ่มข้ึน	 ดังนั้นในช่วงเริ่มแรกของการดึงเคเบิล	 ผล

ของการลดลงอย่างมากของความชันของความสัมพันธ์

ระหว่างความเค้นและความเครียดมีอิทธิพลเหนือกว่าการ

เพิ่มขึ้นของสติฟเนสของเสาอันเนื่องมาจากการโก่งตัวเป็น

ผลให้แรงดึงของเคเบิลลดลงในช่วงแรก	จนกระทั่งผลของ

การเพิ่มข้ึนของสติฟเนสของเสาอันเนื่องมาจากการโก่งตัว

มากมอีทิธพิลมากกว่าในช่วงหลงัจงึเป็นสาเหตใุห้แรงดงึใน

เคเบิลเพิ่มขึ้น	และถ้าสังเกตที่ระยะการเคลื่อนที่	เดียวกัน	

เมื่อค่าคงที่ของวัสดุ	 n	 มากข้ึนจะทำาให้ค่าแรงดึงร้ังจาก
เคเบิลเพิ่มขึ้นด้วย
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รูปท่ี 8	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	 กับค่าระยะการ 

	 	 เคลื่อนที่	 	ที่ระยะ	  = 0	ค่าคงที่ของวัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5  

	 	 และค่าคงที่	  = 0.001
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	 	 	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงร้ังจากเคเบิล	  

กับระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	 ที่ระยะ	  = 0.5 
ดังรูปที่	9	เมื่อให้ระยะ	 	เพิ่มขึ้นค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล

มีค่าเพิ่มข้ึน	 จนกระท่ังคานเริ่มโก่งตัวมากจนปลายอิสระ

เริ่มเข้าใกล้กับปลายด้านยึดแน่นของคานส่งผลให้แรง 

ดึงรั้งมีแนวโน้มเพิ่มสูงขึ้น	และสังเกตที่ระยะการเคลื่อนที่	

	เดียวกัน	พบว่าค่าคงที่ของวัสดุ	n	ที่เพิ่มขึ้นส่งผลให้แรง
ดึงรั้งจากเคเบิลเพิ่มขึ้นด้วย

รูปท่ี 9	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงร้ังจากเคเบิล	 	 กับค่าระยะการ 

	 	 เคลื่อนที่	 	ที่ระยะ	  = 0	ค่าคงที่ของวัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5  

	 	 และค่าคงที่	  = 0.001
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	 	 	พิจารณาผลกระทบของค่าคงที่	 	 ที่มีต่อความ

สัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่าระยะการ

เคลื่อนที่ในแนวราบ	 	 สำาหรับค่าคงที่ของวัสดุ	 n < 1  
ดงัแสดงในรูปท่ี	10(ก)	และ	10(ข)	พบว่าเมือ่ค่าคงที	่	เพิม่

มากข้ึนสง่ผลทำาให้แรงดงึรัง้จากเคเบิล	 	เพิม่มากข้ึน	และ

ระยะการเคลื่อนที่	ที่มากขึ้นก็ส่งผลให้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	

	เพิ่มขึ้นเช่นกัน

รูปที่ 10	ความสมัพนัธร์ะหว่างค่าแรงดงึรัง้จากเคเบิล	 	กับค่าระยะการเคลือ่นที	่ 	ทีร่ะยะ	  = 0	ทีค่่าคงที	่  = 0.001 

	 	 	 (ก)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8	 (ข)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.9
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	 	 	สำาหรับค่าคงที่ของวัสดุ	n > 1	เมื่อพิจารณาผล 

กระทบของค่าคงที่	 	ที่มีต่อความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรง

ดึงร้ังจากเคเบิล	 	 กับค่าระยะการเคลื่อนท่ีในแนวราบ		

	ดังแสดงในรูปที่	11(ก)	และ	11(ข)	พบว่าเมื่อค่าคงที่	

	 เพิ่มมากขึ้นทำาให้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	 ลดลง	 และ

เมื่อคานเกิดการโก่งตัวแล้วแรงดึงร้ังจากเคเบิลยังลดลง

อย่างรวดเร็ว	โดยแรงดึงรั้งจากเคเบิลจะยังลดลงจนถึงค่า 

ค่าหนึ่งจากนั้นเริ่มค่อยๆ	 ปรับค่าเพิ่มข้ึนจนถึงตำาแหน่งที่

คานเกิดการโก่งตัวสูงสุด
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รูปท่ี 11	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	 กับค่าระยะการเคลื่อนที่	 	 ที่ระยะ	  = 0	 ที่ค่าคงที่	 

    = 0.001-0.003

	 	 	 (ก)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.25	 (ข)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.5
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	 	 	จากรูปที	่12(ก)	ความสมัพนัธร์ะหว่างค่าแรงดงึรัง้ 

จากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0	ซึ่งแรงดึงรั้ง
ผ่านจุดยึดแน่นของคานเสมอ	ที่ค่าคงคงที่ของวัสดุ	n > 1  
เมื่อค่ามุม	 	เพิ่มมากขึ้น	แรงดึงรั้งจากเคเบิลจะลดลงไป

เร่ือยๆ	จนถึงคา่หนึง่ทีเ่ป็นจดุต่ำาสดุ	และถ้ามมุ	 	เพิม่ข้ึนไป

เรือ่ยๆ	พบว่าแรงดงึร้ังจากเคเบิลเริม่ค่อยๆ	ปรับคา่เพิม่ข้ึน	 

จนมุม 	เข้าใกล้ค่า	π	ในขณะที่ค่าคงที่ของวัสดุ		n < 1   
เมื่อคานเริ่มมีการโก่งตัวแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	 จะค่อยๆ	

เพิ่มขึ้นจนถึงค่าแรงดึงรั้งสูงสุดที่มุม	 	เข้าใกล้ค่า	π	จาก
รูปที่	12(ข)	ที่ระยะ	  = 0.5	ทุกค่าคงที่ของวัสดุ	n	เมื่อ
คานเริ่มมีการโก่งตัวค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	มีจะค่าเพิ่ม

ขึ้น	และมีค่าสูงสุดเมื่อมุม	 	เข้าใกล้ค่า	π

รูปที่ 12	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม  ที่ค่าคงที่ของวัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5	และ 

	 	 	 ค่าคงที่	ε = 0.001

	 	 	 (ก)	ระยะ		  = 0	 	 (ข)	ระยะ		  = 0.5
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	 	 	พิจารณาผลกระทบของค่าคงที่	 	 ที่มีต่อความ

สัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่

ระยะ  = 0	ดังรูปที่	13(ก)	เมื่อค่าคงที่	 	เพิ่มขึ้น	ส่งผล 

ให้แรงดึงรั้งจากเคเบิลและมุม	 	 เพิ่มขึ้น	 โดยเส้นกราฟ

มีลักษณะที่ขนานกัน	ส่วนรูปที่	13(ข)	ที่ระยะ	  = 0.5 
เมื่อค่าคงที่	 	เพิ่มขึ้นส่งผลให้แรงดึงรั้งจากเคเบิลและมุม		

	เพิ่มขึ้น	ดั้งนั้นเมื่อให้ระยะ	 	เพิ่มขึ้นผลกระทบของค่า

คงที่	 	ส่งผลน้อยกว่า

รูปที่ 13	ผลกระทบของค่าคงที ่  ตั้งแต่	0.001-0.003	ที่ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8

	 	 	 (ก)	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0

	 	 	 (ข)	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0.5

(ก) (ข)
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	 	 	พิจารณาผลกระทบของค่าคงที่	 	 ที่มีต่อความ

สัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่

ระยะ  = 0	ดังรูปที่	14(ก)	เมื่อค่าคงที่	 	เพิ่มขึ้น	ทำาให้

แรงดึงรั้งจากเคเบิลลดลง	 ส่วนค่ามุมที่คานเกิดการโก่งตัว

สูงสุดมีค่าเข้าใกล้ค่า	π	ส่วนรูปที่	14(ข)	ที่ระยะ	  = 0.5  
เมื่อค่าคงที่	 	 เพิ่มข้ึนส่งผลให้แรงดึงรั้งจากเคเบิลลดลง

เช่นกัน	 ดั้งน้ันเมื่อให้ระยะ	 	 เพิ่มข้ึนผลกระทบของค่า

คงที่	 	ส่งผลน้อยกว่า

รูปที่ 14	ผลกระทบของค่าคงที ่  ตั้งแต่	0.001-0.003	ที่ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.25

	 	 	 (ก)	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0 

	 	 	 (ข)	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0.5
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รูปที่ 15	ทิศทางของแนวแรง	α กับค่ามุม  ที่ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5	และค่าคงที่	  = 0.001

	 	 	 (ก)	ระยะ	  = 0	 	 (ข)	ระยะ	  = 0.5

	 	 	รูปที่	 15(ก)	 ความสัมพันธ์ระหว่างทิศทางของ

แนวแรง	α	กับค่ามุม	 	ที่ระยะ	  = 0	เมื่อให้แรงดึง
รั้งจากเคเบิล	 	เพิ่มขึ้น	พบว่ามุม	 	จะมีค่าเป็น	2	เท่า	

ของทิศทางของแนวแรง	 α	 เสมอ	 โดยสามารถพิสูจน์ได้
จากเง่ือนไขทางเรขาคณติของเสน้โค้งการโก่งตวั	สว่นกรณี

ที่กำาหนดให้ระยะ	  = 0.5	ดังรูปที่	15(ข)	พบว่าเมื่อมุม		
	เพิ่มขึ้นทิศทางของแนว	α	มีผลเพิ่มขึ้นในทิศทางตรงกัน

ข้ามเช่นกัน	แต่กรณีนี้ค่าคงที่ของวัสดุ	n	จะมีผลกระทบ
ต่อทิศทางของแนวแรง	α	กับค่ามุม	

 

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
17

18

19

20

21

22

23

0
1.25

ah
n

Section
0.075b
0.1h

T

0

0 0.001

0 0.002

0 0.003

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

8

10

12

14

16

T

0

0.50
1.25

ah
n

Section
0.075b
0.1h

0 0.001

0 0.002

0 0.003

 
(ก) (ข)



527วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 39 ฉบับที่ 4 ตุลาคม - ธันวาคม 2559

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

-1.6

-1.4

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

Section
0.075b
0.1h

0

0
0.001

ah

u

-1.6

-1.4

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Section
0.075b
0.1h

0

0.5
0.001

ah

u
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

	 	 	จากรูปท่ี	 16(ก)	 ความสัมพันธ์ระหว่างทิศทาง

ของแรง	α	กับค่าระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	ที่ระยะ	 

 = 0	พบว่าทิศทางของแนวแรง	α	เพิ่มขึ้น	เมื่อระยะ
การเคลื่อนที่	 	มากขึ้น	และ	ณ	ตำาแหน่งที่คานเกิดการ

โก่งตัวสูงสุด	ทิศทางของแนวแรง	α	จะมีแนวโน้มเข้าใกล้
ค่า	-π / 2	โดยผลกระทบของค่าคงที่ของวัสดุ	n	มีผลน้อย

มาก	และจากรปูที	่16(ข)	ให้ระยะ		  = 0.5	พบว่าทิศทาง
ของแนวแรงเป็นไดท้ั้งคา่บวกและคา่ลบ	ข้ึนอยู่กับตำาแหนง่

แรงดึงรัง้จากเคเบิล	และ	ณ	ตำาแหนง่ทีค่านเกิดการโก่งตัว 

สูงสุด	 ทิศทางของแนวแรง	 α	 จะมีแนวโน้มเข้าใกล้ค่า	 
-π / 2	โดยผลกระทบของค่าคงที่ของวัสดุ	n	มีผลน้อยมาก

รูปที่ 16	ทิศทางของแนวแรง	α กับค่าระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ  ที่ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5	และค่า 

	 	 	 คงที่	  = 0.001

	 	 	 (ก)	ระยะ	  = 0	 	 (ข)	ระยะ	  = 0.5

(ก) (ข)

	 	 	ความสมัพนัธร์ะหว่างมมุ	 	กับระยะการเคลือ่นที่

ในแนวราบ	 	ดังรูปที่	17(ก)	ให้ระยะ	  = 0	และ	รูปที่	
17(ข)	ให้ระยะ	  = 0.5	พบว่าเมื่อให้ระยะการเคลื่อนที่
ในแนวราบ	 	 เพิ่มขึ้นหรือคานเริ่มมีการโก่งตัว	ส่งผลให้

ค่ามุม	 	เพิ่มขึ้น	และ	ณ	ตำาแหน่งที่คานเกิดการโก่งตัว

สูงสุดมุม	 	มีค่าเข้าใกล้ค่า	π	และยังพบว่าถ้าค่าคงที่ของ
วัสดุ	n	เพิ่มขึ้นส่งผลให้ค่ามุม	 	ลดลงตามลำาดับ
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(ก) (ข)

รูปที่ 17	ความสัมพันธ์ระหว่างค่ามุม  กับค่าระยะการเคลื่อนในแนวราบ  ที่ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8,0.9,1,1.25,1.5

	 	 	 และค่าคงที่	  = 0.001 

	 	 	 (ก)	ระยะ	  = 0	 	 (ข)	ระยะ	  = 0.5
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	 	 	ผลของการเปลี่ยนแปลงระยะ	 	ส่งผลต่อความ

สัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงร้ังจากเคเบิล	 	 กับค่าระยะ

การเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	 ดังรูปที่	 18(ก)	 และ	 18(ข)	

แสดงให้เห็นว่าในช่วงแรกท่ีคานเริ่มมีการเคลื่อนที่ในแนว

ราบ	   = 0	มีค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิล	มากกว่าระยะ	 

 = 0.5,1,1.5	 ถ้าพิจารณาที่ระยะ	  > 0	 เมื่อการ
เคลื่อนที่	 	เพิ่มขึ้นแรงดึงรั้งจากเคเบิลจะค่อยๆ	ปรับค่า

เพิ่มขึ้น	และ	ณ	ตำาแหน่งที่คานเกิดการโกง่ตัวสูงสุด	ระยะ	

	มากกว่าจะต้องการแรงดึงรั้งที่ปลายสูงกว่าเมื่อต้องการ

ให้ระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	เดียวกัน

รูปที่ 18	ความสัมพันธ์ระหว่างค่าแรงดึงในเคเบิล	 	กับค่าระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	ที่ระยะ	  = 0,0.5,1,1.5

	 				 และค่าคงที่	  = 0.001

	 	 	 (ก)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8	 (ข)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.25

T

u

0 0.001
0.8n

Section
0.075b
0.1h

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5

10

15

20

25

0ah

1.5ah

1ah

0.5ah

0.2 0.4 0.6 0.8

0 0.001
1.25n

Section
0.075b
0.1h

5

10

15

20

25

30

35

40

45

1.0

0ah

1.5ah

1ah

0.5ah

T

u
(ก) (ข)

	 	 	 เมื่อพิจารณาระยะการโก่งตัวมากของคานปลาย

ยื่นภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	ดังรูปที่	19(ก)	และ	19

(ข)	 พบว่าท่ีระยะ	 ปลายคานมีระยะการเคลื่อนท่ีในแนว

ดิ่ง	 	มากกว่าที่ระยะ	  = 0	และผลของระยะ	 	ยังส่ง

ผลต่อแรงดึงรั้งของเคเบิลโดยที่ระยะ	  = 0.5	แรงดึงรั้ง

จากเคเบิลจะน้อยกว่าที่ระยะ	  = 0	ในทำานองเดียวกัน	
เมื่อกำาหนดค่าคงที่ของวัสดุ	 n = 1.5	 ดังรูปที่	 19(ค)	 
และ	 19(ง)	 ที่ระยะ	  = 0, 0.5	 ตามลำาดับ	 พบว่า 
ที่ระยะ	  = 0.5 ปลายคานมีระยะการเคลื่อนที่ในแนวดิ่ง		
มากกว่าที่ระยะ	  = 0	เช่นกัน	
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รูปที่ 19	ระยะการโก่งตัวมากของคานยื่นภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	ที่ค่าคงที่	  = 0.001

	 	 	 (ก)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8	และระยะ	  = 0		 (ข)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8	และระยะ	  = 0.5

	 	 	 (ค)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.5	และระยะ	  = 0	 (ง)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.5	และระยะ	  = 0.5
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(ค) (ง)

	 	 	รูปที่	 20(ก)	และ	20(ข)	แสดงระยะการโก่งตัว

มากของคานเมื่อกำาหนดให้ค่าคงที่ของวัสดุ	 n = 0.8,1.5 
ตามลำาดับ	 จากรูปทั้งสองพบว่าเมื่อให้ระยะ	 	 เพิ่มขึ้น

ส่งผลต่อระยะการโก่งตัวในแนวดิ่ง	 	ที่เพิ่มขึ้นด้วย	 เมื่อ

พิจารณาระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	เดียวกัน

รูปที่ 20	ระยะการโก่งตัวมากของคานยื่นภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	ที่ระยะ		  = 0,0.5,1,1.5	และค่าคงที่	  = 0.001

	 	 	 (ก)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 0.8	 (ข)	ค่าคงที่วัสดุ	n = 1.5
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 (ก) (ข)

	 	 	 เมื่อพิจารณาระยะการโก่งตัวมากของคานปลาย

ยื่นภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	ดังรูปที่	21(ก)-(ง)	พบว่า 

กรณีที่ระยะ	  < 1	ค่าคงที่ของวัสดุ	n > 1	มีการโก่งตัว
ตามแนว	 	ที่น้อยกว่าค่าคงที่ของวัสดุที่	n < 1	ส่วนกรณี	 

ระยะ  > 1	 ค่าคงที่ของวัสดุที่	 n > 1	 มีการโก่งตัว

ตามแกน	 	ที่มากกว่าค่าคงที่ของวัสดุ	n < 1	แสดงว่า 
เมื่อระยะการเคลื่อนที่ในแนวราบ	 	เพิ่มมากขึ้น	ผลของ

การเปลี่ยนแปลงค่าคงที่ของวัสดุ	n	ส่งผลต่อระยะการโก่ง
ตัวของคานอย่างเด่นชัด	
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รูปที่ 21	ระยะการโก่งตัวมากของคานปลายยื่นภายใต้แรงดึงรั้งจากเคเบิล	 	ที่ค่าคงที่ของวัสดุ	n = 0.8,1,1.5	และค่าคงที่	 

    = 0.001

	 	 	 (ก)	ระยะ	  = 0	 	 (ข)	ระยะ	  = 0.5

	 	 	 (ค)	ระยะ	  = 1	 	 (ง)	ระยะ	  = 1.5
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5. บทสรุป
	 งานวิจัยนี้วิเคราะห์พฤติกรรมการโก่งตัวมากของคาน

ท่ีทำาจากวัสดุแบบเจนเนอร์รัลไลซ์ลุดวิกภายใต้แรงดึงรั้งท่ี

ปลายจากเคเบิล	โดยใช้ระเบียบวิธียิงเป้าร่วมกับเทคนคิการ 

อินทิเกรตเชิงตัวเลข	 รุงเง-คุตตา	 อันดับสี่	 และเง่ือนไข

ขอบเขตที่เหมาะสม	จากผลการศึกษาสามารถสรุปได้ดังนี้	

ระยะจากปลายยึดแนน่ของคานถึงจดุยึดหมนุของเคเบลิ	    

ค่าคงที่ของวัสดุ	n	และค่าคงที่	 	มีผลต่อพฤติกรรมการ

โก่งตัวของคาน	 โดยเมื่อการโก่งตัวของคานมีค่าสูงข้ึนผล

ของค่าคงที่ของวัสดุย่ิงส่งผลต่อรูปร่างการโก่งตัวและแรง

ดึงรั้งในเคเบิลมากข้ึน	 และเมื่อพิจารณาที่ตำาแหน่งการ

เคลื่อนที่ในแนวราบค่าเดียวกัน	 พบว่าเมื่อค่า	 n	 สูงขึ้น
ค่าแรงดึงรั้งในเคเบิลจะมีค่าสูงข้ึน	 ในทางกลับกันหากค่า		

	 มีค่าเพิ่มข้ึนค่าแรงดึงรั้งจากเคเบิลจะมีค่าลดลง	 ส่วน

ระยะยึดเคเบิล	 	ที่มากขึ้น	ส่งผลต่อระยะการโก่งตัวของ

คานที่เพิ่มขึ้นเช่นกัน
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