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บทคัดย่อ

	 บทความนี้นำาเสนอผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิดของเสาย่ืนที่อยู่ภายใต้แรงกระทำาแบบจุดที่ปลายเสา	 ซ่ึง

ได้คำานึงถึงความไร้เชิงเส้นทางเรขาคณิตอันเนื่องมาจากการโก่งตัวมากของเสา	 สมการครอบคลุมปัญหาเป็นสมการเชิง

อนุพันธ์แบบไร้เชิงเส้นซึ่งสร้างขึ้นโดยอาศัยสมการสมดุล	ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และความโค้ง	และความสัมพันธ์

ทางเรขาคณติ	ระบบสมการอนพุนัธ์สามารถจดัให้อยู่ในรปูของฟงัก์ชนัแปลงไดโ้ดยใช้วิธีการแปลงเชิงอนพุนัธ	์หลงัจากนัน้

สามารถแสดงสมการของมุมลาดเอียง	 การเคลื่อนตัวในแนวราบ	 และการเคลื่อนตัวในแนวด่ิงได้โดยอาศัยกระบวนการ

ผกผันของการแปลงฟังก์ชัน	 ผลเฉลยของปัญหาสามารถคำานวณได้โดยการกำาหนดเง่ือนไขขอบเขตของปัญหา	 โดยจาก

การคำานวณซึ่งควบคุมให้มีค่าความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์น้อยกว่า	10-10	พบว่าปัจจัยที่มีผลกระทบต่อค่าความถูกต้องมีอยู่ 

ด้วยกันสองปัจจัย	คือ		จำานวนเทอมที่ใช้ในการกระจายอนุกรมเทย์เลอร์ของฟังก์ชัน	sine	และ	cosine	และจำานวนเทอม

ที่ใช้ในการคำานวณด้วยวิธีการแปลงเชิงอนุพันธ์	ซึ่งในบทความนี้ได้ใช้จำานวนเทอมในการกระจายอนุกรมเทย์เลอร์สำาหรับ

ฟังก์ชัน	sine	และ	cosine	จำานวน	3	เทอม	และใช้จำานวนเทอมในการคำานวณด้วยวิธีการแปลงเชิงอนุพันธ์จำานวน	17	

เทอม	การใช้วิธีการดังกล่าวทำาให้สามารถแสดงสมการที่ใช้อธิบายรูปร่างสมดุลของเสายื่นในรูปแบบปิดอย่างง่ายได้	และ
พบว่าผลการคำานวณโดยวิธีการแปลงเชิงอนุพันธ์ให้ผลสอดคล้องกันเป็นอย่างดีเมื่อเปรียบเทียบกับผลการคำานวณโดยใช้ 

วิธีการยิงเป้า	และวิธีอิลิปติกอินทิกรัล	เมื่อมุมที่ปลายเสาอยู่ในช่วงระหว่าง	0	ถึง	100	องศา
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 This paper presents approximate closed-form solutions of a problem dealing with cantilever column 
subjected to a concentrated load at the tip where the geometric nonlinearity due to the large deflection is  
taken into account. A set of nonlinear governing differential equations is formulated from equilibrium  
equations, moment-curvature relation, and geometric relations. The differential transformation method 
(DTM) is employed to transform the differential equations into transformed functions. Afterwards, the 
expressions for the slope, horizontal displacement, and vertical displacement can be obtained by using 
the inverse process of the transformation. The results of the problems can be computed by imposing the 
boundary conditions. From the computation by controlling the relative error ≤ 10-10, there are 2 factors 
that affect the accuracy of the results. One is the number of the considered terms in the Taylor’s series of 
sine and cosine functions. The others is the number of terms used in the DTM. In this paper, the first three 
terms in the Taylor’s series of functions sine and cosine are taken into account while 17 terms are used in 
the calculation by DTM. By using this approach, it is possible to derive simple expressions to describe the 
equilibrium configurations of the column. Ranging from 0º to 100º of the end slope, the results from DTM 
are in good agreement with those obtained from the shooting method and elliptic integral method. 

 Keywords : Differential Transformation Method / Cantilever Column / Large Deflection /  
   Postbuckling

Abstract

Application of Differential Transformation Method to 
Study Postbuckling Behavior of 

Cantilever Column under End Loading
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1. บทนำ�
	 พฤติกรรมการแอ่นตัวมากของโครงสร้างที่มีความ

ชะลูดมาก	จัดเป็นปัญหาที่มีสมการครอบคลุมปัญหาอยู่ใน

รูปของสมการเชิงอนุพันธ์แบบไร้เชิงเส้น	 ซ่ึงมีการศึกษา

เพือ่นำาไปใช้ในการแก้ไขปญัหาทีโ่ครงสร้างสามารถแอน่ตัว 

ได้มาก	 อาทิเช่น	 การศึกษาสภาวะสมดุลของสายยึดโยง 

ใตท้ะเลท่ีมอีทิธพิลมาจากกระแสน้ำาและน้ำาหนกัของตัวเอง	

[1]	 การศึกษาแรงดึงวิกฤตท่ีปลายด้านบนของท่อลำาเลียง 

ของไหลในทะเลลึก	 [2]	 และเมื่อโครงสร้างชะลูดที่อยู่ 

ภายใต้แรงอัด	 ซ่ึงส่วนใหญ่จะพบกับปัญหาเก่ียวกับการ 

โก่งเดาะ	 นอกจากนั้นพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะเป็น

สิ่งท่ีน่าสนใจในการศึกษาเช่นกัน	 อาทิเช่น	 การศึกษา

พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของเสายืดหยุ่น	 [3,	 4]	 ซึ่งได้

ศกึษาพฤตกิรรมหลงัการโก่งเดาะของเสาทีม่จีดุรองรบัแบบ 

ยึดหมุนทั้งสองด้านโดยวิธีอิลิปติกอินทิกรัล	 [3]	และเสาที่ 

มีจุดรองรับแบบสปริงหมุนทั้งสองด้านโดยวิธียิงเป้า	 [4]	

จากงานวิจัยท่ีผ่านมามีหลายวิธีที่สามารถวิเคราะห์หา

ผลเฉลยได้	 ที่พบได้บ่อยมีอยู่ด้วยกัน	 3	 วิธีด้วยกันคือ	 

วิธีอิลิปติกอินทิกรัล	 [3]	 วิธียิงเป้า	 [2,	 4]	 และวิธี 

ไฟไนต์เอลิเมนต์	 [2,	 5]	 โดยที่วิธีอิลิปติกอินทิกรัลเป็น

วิธีที่ให้ผลแบบแม่นตรงในรูปแบบปิด	 แต่อย่างไรก็ตามมี 

ข้อจำากัดบางอย่างที่ทำาให้ไม่สามารถใช้วิธีอิลิปติกอินทิกรัล

ได	้เชน่	ในกรณทีีม่นี้ำาหนกับรรทกุแบบแผก่ระจายกระทำากับ

โครงสร้าง	นอกจากนั้นผลเฉลยในรูปของอิลิปติกอินทิกรัล 

นั้นจำาเป็นต้องใช้ฟังก์ชันพิเศษ	 (อิลิปติกฟังก์ชัน)	 ซ่ึงอาจ 

ไม่สะดวกในการนำาไปใช้งาน	 ในขณะที่หากไม่สามารถ

ใช้วิธีอิลิปติกอินทิกรัลในการแก้ไขปัญหายังคงมีวิธีการ

เชิงตัวเลขท่ีนิยมใช้ในการหาผลเฉลยของปัญหาแบบค่า

ขอบเขตสองจดุ	(Two-point	boundary	value	problem)	

คือวิธียิงเป้า	และวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์	มีงานวิจัยอีกจำานวน

หนึ่งได้นำาเสนอวิธีการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหา

พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของโครงสร้างเสา-คาน	 ด้วย

วิธีการประมาณค่าจากผลการแปลงสมการเชิงอนุพันธ์ที่

จดัสมการใหมใ่ห้อยู่ในรูปของอนกุรมกำาลงัหรอืโพลโินเมยีล	 

[6-8]	 ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้อยู่ในรูปของผลเฉลยโดยประมาณใน

รูปแบบปิด	 โดยค่าความถูกต้องของผลเฉลยจะข้ึนอยู่กับ 

จำานวนเทอมท่ีนำามาพิจารณาในการคำานวณ	 แต่อย่างไร

ก็ตามวิธีการดังกล่าวยังต้องอาศัยเทคนิคการอินทิเกรต

และการดิฟเฟอเรนชิเอท	 นอกจากนี้ในจำานวนวิธีการ

ประมาณค่าคำาตอบยังมีอีกวิธีหนึ่งที่น่าสนใจคือ	 วิธีการ

แปลงเชิงอนพุนัธ	์(Differential	Transformation	Method)	 

หรือเรียกอีกอย่างหนึ่งว่าวิธี	 DTM	 มีนักวิจัยจำานวนหนึ่ง

ได้นำาวิธีการนี้การศึกษาปัญหาของความถ่ีธรรมชาติของ

คานยื่น	[9]	และน้ำาหนักบรรทุกวิกฤตของเสาในแบบต่างๆ	

[10-12]	และต่อมาได้มีการประยุกต์ใช้วิธี	DTM	ในศึกษา

การโก่งตัวมากของคาน	 อาทิเช่น	 งานวิจัยของ	 Salehi	

และคณะ	 [13]	 ซ่ึงได้ศึกษาการแอ่นตัวมากของคานย่ืน

โดยพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างน้ำาหนักบรรทุกแบบจุด

กับการแอน่ตัวท่ีปลายคานย่ืน	โดยมกีารเปรยีบเทยีบผลกับ

วิธี	Variational	Iteration	Method	

	 งานวิจัยด้วยวิธี	DTM	เหล่านี้มีวัตถุประสงค์คล้ายคลึง

กันคือการอธิบายพฤติกรรมก่อนและหลังการโก่งเดาะ

ด้วยการแสดงความสัมพันธ์ท่ีอยู่ในรูปของสมการแบบ

ประมาณในรูปแบบปิดอย่างง่าย	 ซ่ึงมีความสะดวกใน

การนำาไปใช้งาน	 โดยที่ในงานวิจัยนี้ได้นำาวิธี	 DTM	 ไป

ประยุกต์ใช้เพื่อศึกษาปัญหาของการโก่งตัวมากของเสาย่ืน

ภายใต้แรงกระทำาแบบจุดท่ีปลายเสา	 ซ่ึงแบบจำาลองของ

ปัญหาในลักษณะดังกล่าวมีการนำาไปใช้อย่างแพร่หลายใน

อุตสาหกรรมช้ินส่วนอิเล็กทรอนิกส์ขนาดเล็ก	 อาทิเช่นใน

สว่นของ	Micro-Electromechanical	Systems	(MEMS)	

ซึง่โครงสรา้งทีเ่ปน็เสายืน่จะพบไดม้ากในอปุกรณ์เซนเซอร์

ตา่งๆ	โดยสว่นใหญ่แลว้	อปุกรณเ์ซนเซอรเ์หลา่นีใ้ช้สำาหรับ

การตรวจวัดที่ละเอียดอ่อนซ่ึงเหมาะกับการใช้ทฤษฎีการ

แอ่นตัวทั่วไปที่เป็นการแอ่นตัวน้อยได้	 แต่ในบางกรณีเช่น

อุปกรณ์ในการจับยึดเลนส์ขนาดเล็กในแนวดิ่ง	 ซ่ึงทำาการ

ศึกษา	 โดยการนำาเสาย่ืนขนาดเล็ก	 (Microcantilever)	 

มาประยุกต์ใช้เปน็อปุกรณจ์บัยึด		ในกรณนีีเ้สาย่ืนสามารถ

แอ่นตัวได้มากโดยที่มุมที่ปลายเสาสามารถเอียงได้สูงสุด

ถึง	90	องศา	 [14]	การนำาเสนอผลเฉลยโดยประมาณใน

รูปแบบปิดโดยวิธี	 DTM	 นี้จะทำาให้การทำานายพฤติกรรม

การแอ่นตัวมากและพฤติกรรมภายหลังการโก่งเดาะของ

เสาเป็นไปได้อย่างสะดวก	 อันเนื่องมาจากการที่ไม่จำาเป็น 

ต้องใช้ฟังก์ชันพิเศษ	 เช่น	 อิลิปติกฟังก์ชัน	 เป็นต้น	 

ในขณะท่ีความถูกต้องของผลเฉลยก็ยังคงให้ผลที่ใกล้เคียง

กับอิลิปติกอินทิกรัลและวิธียิงเป้า	 ภายในช่วงของการ

เคลื่อนตัวโดยวัดจากมุมลาดเอียงท่ีปลายที่อยู่ระหว่าง	 0	

ถึง	 100	 องศา	 ซ่ึงเพียงพอต่อการนำาไปประยุกต์ใช้ใน

อุปกรณ์อิเล็กทรอนิกส์ขนาดเล็ก	MEMS	[14]
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2. สมก�รก�รแปลงเชิงอนุพันธ์
	 วิธกีารแปลงเชิงอนพุนัธ	์(Differential	Transformation	 

Method)	 เป็นวิธีการก่ึงวิเคราะห์	 (Semi-analytical	

Method)	 ที่มีพื้นฐานมาจากอนุกรมเทย์เลอร์	 ใช้การ

แปลงส่วนของสมการเชิงอนุพันธ์เป็นฟังก์ชันขยายของ

อนุกรม	 จัดอยู่ในรูปของสมการพีชคณิต	 ท่ีอาศัยเง่ือนไข

ขอบเขตของปัญหาในการสร้างระบบสมการเพื่อหาผล

เฉลยของคำาตอบ	ประโยชน์ที่ได้รับจากการใช้กระบวนการ

นี้คือสามารถหาผลเฉลยโดยประมาณในรูปแบบปิด	 

(Approximate	Closed-form	Solution)	ของปญัหาได้	วิธ	ี

DTM	ถูกนำาเสนอครั้งแรกโดย	Pukhov	[15]	ชาวรัสเซีย 

ในปี	1982	ศกึษาเก่ียวกับดา้นวงจรไฟฟา้	ตอ่มาในปี	1986	

นักวิจัยชาวจีน	Zhou	[16]	ได้นำามาศึกษาปัญหาด้านวงจร
ไฟฟ้าแบบไร้เชิงเส้นที่มีสมการอยู่ในรูปของอนุพันธ์ย่อย	

หลังจากนั้นมีผู้นำาวิธี	 DTM	 มาประยุกต์ใช้ในสาขาอื่นๆ	

อีกเช่น	ปัญหาด้านการถ่ายเทความร้อน	[17-19]	ซึ่งพบว่า 

เป็นวิธีท่ีมีประสิทธิภาพมาก	 โดยให้ผลลัพธ์ท่ีใกล้เคียงกับ

ผลโดยวิธีแม่นตรง	 นอกเหนือจากนั้นวิธี	 DTM	 ยังนำาไป

ประยุกต์ใช้ได้ดีกับปัญหาด้านเสถียรภาพของช้ินส่วนเสา

และคาน	[10-13]	และปัญหาด้านการสัน่สะเทือนของคาน	

[9,	20]	เป็นต้น	ซึ่งพื้นฐานวิธี	DTM	เริ่มต้นจากฟังก์ชัน

การประมาณค่าของอนุกรมเทย์เลอร์ดังต่อไปนี้

   (1)

ถ้า	 x0 = 0	 อนุกรมเทย์เลอร์ในสมการที่	 (1)	 จะเรียกว่า 
อนุกรมแมคลอริน	ดังแสดงในสมการที่	(2)

         (2)

เมื่อกำาหนดให้	

     (3)

และจะเรียก	F(k)	 ว่าเป็นฟังก์ชันแปลง	 (Transformed	

Function)	 ดังนั้นสมการที่	 (2)	 สามารถเขียนใหม่ได้ใน

รูปต่อไปนี้

     (4)

สมการที่	 (4)	 แสดงการผกผันของฟังก์ชัน	 F(k)	 ใดๆ		
โดยการใช้วิธี	DTM	สามารถหาผลเฉลยของระบบสมการ

เชิงอนุพันธ์ได้โดยไม่ต้องอาศัยเทคนิคการอินทิเกรต	 และ

สามารถให้คำาตอบแบบประมาณในรูปแบบปิดได้	 ซ่ึง

การแปลงฟังก์ชันพื้นฐานจะดำาเนินการตามหลักการทาง

คณิตศาสตร์และสามารถสรุปได้ดังตารางที่	1		

ต�ร�งที่ 1	แสดงการแปลงฟังก์ชัน  

Original function Transformed function 
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3. ลักษณะปัญห�และสมก�รครอบคลุมปัญห�
	 จากรูปที่	1	ก)	พิจารณาเสายื่นที่มีขนาดสม่ำาเสมอยาว	

L	 มีค่าความแข็งแกร่งต่อการดัดเท่ากับ	 EI	 ท่ีปลายเสา 
ด้าน	A	ถูกยึดร้ังเข้ากับจดุรองรับทีฐ่านซ่ึงเป็นจดุรองรับแบบ 

ยึดแน่น	 และที่ปลายเสาด้าน	 B	 เป็นปลายอิสระมีแรง

อัดในแนวดิ่ง	 F	 มากระทำาซ่ึงทำาให้เสามีโอกาสเกิดการ
โก่งเดาะได้	 เมื่อพิจารณาความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตและ

ความสัมพันธ์ของโมเมนต์ของชิ้นส่วนย่อยเสา	ดังแสดงใน

รูปที่	1	ข)	จะได้สมการดังนี้

A

F
B

 L
s

 
yB

L-xB

X

Y

s

F

M

V
N

y

x

 xB

EI

ก)	รูปร่างของเสายื่นก่อน	(เส้นประ)

และหลังการเสียรูป	(เส้นทึบ)

ข)	ชิ้นส่วนย่อยของเสา

รูปที่ 1	เสายื่นที่มีแรงกระทำาที่ปลาย

      (5)

เมื่อ	M	 คือ	โมเมนต์ดัด

  F		 คือ	แรงกระทำาที่ปลาย		

  L		 คือ	ช่วงความยาวเสา

  xB	 คือ	 ระยะจากจุด	 B	 ถึงแรงกระทำาที่ปลาย	 ใน

แกน	X

  yB	 คือ	 ระยะจากจุด	 B	 ถึงแรงกระทำาที่ปลาย	 ใน

แกน	Y

  x		 คือ	 ระยะจากแรงกระทำาที่ปลายถึงตำาแหน่งใดๆ	

ในแกน	X

  y		 คือ	 ระยะจากแรงกระทำาที่ปลายถึงตำาแหน่งใดๆ	

ในแกน	Y

  θ		 คือ	ค่ามุมลาดเอียง	ณ	ตำาแหน่งใดๆ	ตามความ

ยาวส่วนโค้ง	s

	 ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและความโค้งตาม

ทฤษฎีคานของออย์เลอร์-แบร์นูลลี	 (Euler-Bernoulli	

Beam	Theory)	สามารถแสดงได้ดังนี้

          (6)

ทำาการดิฟเฟอเรนชิเอทสมการที่	 (6)	 เทียบตัวแปร	 s	

ตลอดความยาวเสา	จะได้

                 

          (7)
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เมื่อ

            

      (8)

และจากความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของช้ินส่วนย่อยเสา	

ซึ่งสามารถแสดงได้ดังต่อไปนี้

       

      (9)

         

      (10)

เพื่อให้สามารถเขียนสมการต่างๆ	ให้อยู่ในรูปทั่วไป	ซึ่งง่าย

ต่อการคำานวณจำาเป็นต้องทำาการแปลงสมการเชิงอนุพันธ์

ให้อยู่ในรูปไร้หน่วยเสียก่อนดังนั้นสมการที่	(7),	(9),	(10)	

จะเขียนได้ใหม่ดังนี้

         

      (11)

         

       (12)

         

      (13)

เมื่อ

    (14a-d)

สำาหรับฟังก์ชัน	sine	และ	cosine	เมื่อทำาการแปลงให้อยู่

ในรูปของอนุกรมเทย์เลอร์จำานวน	3	เทอม	ซึ่งครอบคลุม

พฤติกรรมการไร้เชิงเส้นในช่วงเริ่มต้นได้ดี	การพิจารณาใช้

จำานวนเทอมที่มากกว่า	 3	 เทอมอาจทำาได้และให้ผลเฉลย
ที่ถูกต้องมากยิ่งขึ้น	 แต่ต้องคำานึงถึงภาระในการคำานวณที่

จะมากขึ้นตามจำานวนเทอมที่เพิ่มขึ้น	ในงานวิจัยนี้ได้เลือก

ใช้การกระจายอนุกรมของฟังก์ชัน	 sine	 และ	 cosine	

จำานวน	 3	 เทอมซ่ึงมีความเหมาะสมในการครอบคลุม

พฤติกรรมการไร้เชิงเส้นของเสาย่ืนได้ในระดับหนึ่ง	 และ

มีภาระในการคำานวณที่ไม่มากจนเกินไป	 ดังนั้น	 สมการที่	

(11)-(13)	สามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้

         

     (15)

     (16)

     (17)

ในการหาผลเฉลยของคำาตอบนอกเหนือไปจากสมการเชิง

อนุพันธ์ที่อธิบายการโก่งเดาะของเสาแล้วยังต้องอาศัย

เงื่อนไขขอบเขต	(Boundary	Conditions)	ดังนี้

         

     (18a-b)

     (18c-d)

     (19a-b)

     (19c)

   

โดยในการคำานวณจะกำาหนดให้	 ,	 	 และ	

 

4. วิธีก�รคำ�นวณ
 4.1  ก�รแปลงสมก�รเชิงอนุพันธ์ด้วยวิธี DTM

	 	 	จากสมการที่	 (15)-(17)	 โดยอาศัยตารางการ

แปลงเชิงอนุพันธ์ในตารางที่	1	สมการที่	(15)	(16)	และ	

(17)	สามารถเขียนใหม่ให้อยู่ในรูปฟังก์ชันแปลงตามลำาดับ

ได้ดังนี้

    (20)
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    (21)

    (22)

โดยที่	 k  =  0,1,2,3,..., nk

    k1  =  0,1,2,3,..., k
  k2,3,4  =  0,1,2,3,..., k1,2,3

  nk = จำานวนเทอมของฟังก์ชันแปลงในวิธี	
DTM	

  Θ(k + 2) = ฟังก์ชันแปลงมุมลาดเอียงในลำาดับ
เทอมที่	k + 2 
  X(k + 1) = ฟังก์ชันแปลงระยะเคลื่อนตัวทาง
แกน	X	ในลำาดับเทอมที่	k + 1
  Y(k + 1)  = ฟังก์ชันแปลงระยะเคลื่อนตัวทาง
แกน	Y	ในลำาดับเทอมที่	k + 1
สำาหรับเง่ือนไขขอบเขตในสมการที่	 (19)	 สามารถแสดง

ให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันแปลงได้เช่นกัน	 โดยสมการท่ี	

(19a,b,c)	สามารถเขียนใหม่ตามลำาดับได้ดังนี้

         

      (23)

             

       (24)

      (25)

จากสมการที่	 (3)	สมการฟังก์ชันแปลง	F(k)	 ในลำาดับที่		
k = 0,1,2,3,..., nk	ใดๆ	มีลักษณะดังนี้

เมื่อ	 	  (26a)

     (26b)

  

ดงันัน้การกระจายเทอมที	่1	หรอื	2	ของสมการที	่(23)-(25)	 

สามารถเขียนได้โดยอาศัยสมการที่	(26)	ดังแสดงต่อไปนี้
   สมก�รมุมล�ดเอียง	 ฟังก์ชันแปลงของมุมลาด

เอียง	Θ	สามารถแสดงได้	โดยมีเทอมที่	1	และ	2	ได้จาก

เงื่อนไขขอบเขต	(18a-b)	คือ

เมื่อ	k = 0	จะได้

   Θ(0) = C1 = θB (27a)

เมื่อ	k = 1	จะได้

    (27b)

ตั้งแต่เทอมที่	3	เป็นต้นไปสามารถคำานวณได้จากสมการที่	

(20)	ดังนี้	

  (27c)
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    (27d)

  

 (27e)

เทอมที่เป็นเลขคี่จะมีค่าเป็นศูนย์		

   สมก�รระยะเคลื่อนตัวท�งแกน X	ฟังก์ชันแปลง

ของระยะเคลือ่นตวัทางแกน	X	สามารถเขียนได	้โดยเทอม

ที่	1	ได้จากเงื่อนไขขอบเขต	(18c)	คือ

เมื่อ	k = 0	จะได้

     X(0) = 0  (28a)

ตั้งแต่เทอมที่	 2	 เป็นต้นไปสามารถคำานวณได้จากสมการ

ที่	(21)	ดังนี้

                                       

  (28b)

  (28c)

  (28d)

        

 

   (28e)

เทอมที่เป็นเลขคู่จะมีค่าเป็นศูนย์		

   สมก�รระยะเคลื่อนตัวท�งแกน Y	ฟังก์ชันแปลง

ของระยะเคลื่อนตัวทางแกน	Y	สามารถเขียนได้โดยเทอม

แรกได้จากเง่ือนไขขอบเขต	 (18d)	 มีรายละเอียดเทอม

ต่างๆ	ดังนี้

เมื่อ	k = 0	จะได้

     Y(0) = 0  (29a)    

ตั้งแต่เทอมที่	 2	 เป็นต้นไปสามารถคำานวณได้จากสมการ

ที่	(22)	ดังนี้

  (29b)

  (29c)

  

  (29d)
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 (29e)

 

เทอมที่เป็นเลขคู่จะมีค่าเป็นศูนย์		

	 	 	การศกึษามมุลาดเอยีงของเสาย่ืนหลงัจากเกิดการ
โก่งเดาะเนื่องจากน้ำาหนักบรรทุกจะอาศัยเง่ือนไขขอบเขต

ท่ีปลายเสาด้าน	 A	 ซ่ึงเป็นฐานรองรับแบบยึดแน่น	 โดย

มีค่ามุมลาดเอียงเท่ากับศูนย์	 ใช้สมการที่	 (23)	 รวบรวม

เทอมต่างๆ	 จากสมการท่ี	 (27)	 เข้าด้วยกันดังแสดงใน

สมการที่	(30)

	 	 	สำาหรับการศึกษาระยะการเคลื่อนตัวทางแกน	 X	

ใช้สมการที่	(24)	รวบรวมเทอมต่างๆ	จากสมการที่	(28)	

เข้าด้วยกันดังแสดงในสมการที่	(31)

	 	 	ทำานองเดียวกัน	การศกึษาระยะการเคลือ่นตัวทาง 

แกน	Y	ใช้สมการที่	(25)	รวบรวมเทอมต่างๆ	จากสมการ

ที่	(29)	เข้าด้วยกันดังแสดงในสมการที่	(32)

    (30)

   (31)
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    (32)

 4.2  ขั้นตอนก�รคำ�นวณ

	 	 	 ข้ันตอนและวิธีการคำานวณเพื่อศึกษาตัวแปร	 ใน

สมการที่	 (30)-(32)	 โดยใช้ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน	

(Newton-Raphson)	ดังนี้

   4.2.1 ก�รคำ�นวณห�น้ำ�หนักบรรทุกวิกฤต

	 	 	จากสมการที่	 (30)	 มีตัวแปรไม่ทราบค่า	 2	 ตัว

คือ	 	และ	C1	ก่อนการโก่งเดาะของเสา	C1 = 0	ในการ

คำานวณเพือ่หาน้ำาหนกับรรทกุวิกฤตของเสาสามารถกระทำา

ได้โดยการกำาหนดค่า	C1	ทีเ่ข้าใกลศ้นูย์ลงในสมการที	่(30)	

	 	 	ในที่นี้กำาหนดให้	 C1 = 0.001	 จากนั้นสมมติ
ค่าน้ำาหนักบรรทุกวิกฤตเริ่มต้นลงในสมการที่	(30)	และใช้

ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันเพื่อปรับแก้น้ำาหนักบรรทุก

วิกฤต	 โดยกำาหนดให้ค่าความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ์เท่ากับ	

ɛ = 10-10	แสดงในรูปที่	2
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   4.2.2 ก�รคำ�นวณมุมล�ดเอียง

	 	 	กำาหนดมุมลาดเอียงท่ีปลายเสา	 C1	 จากน้ัน

ใช้ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน	 เพื่อคำานวณค่า	 	 ที่

สอดคล้องกัน	 จากสมการที่	 (30)	 ด้วยจำานวนเทอมของ

ฟังก์ชันแปลงเท่ากับท่ีได้จากหัวข้อ	 4.2.1	 จากนั้นนำาค่า	

	และ	C1	แทนลงในสมการที่	(27)	และรวบรวมเทอม

ต่างๆ	ของฟังก์ชันแปลงโดยใช้การแปลงผกผันในสมการที่	

(4)	 สุดท้ายจะได้สมการมุมลาดเอียงตลอดความยาวเสาที่

สอดคล้องกับมุมลาดเอียง	C1

   4.2.3 ก�รคำ�นวณระยะเคลื่อนตัวท�งแกน X

	 	 	จากผลการคำานวณ	 	 และ	 C1	 จากขั้นตอนที่	

4.2.2	สามารถคำานวณคา่	C2	ไดจ้ากสมการที	่(31)	และใช้

การแปลงผกผันในสมการที่	(4)	รวบรวมเทอมต่างๆ	ของ

ฟังก์ชันแปลงในสมการท่ี	 (28)	 จะได้สมการระยะเคลื่อน

ตัวทางแกน	X	ตลอดความยาวเสาเช่นเดียวกัน		

   4.2.4 ก�รคำ�นวณระยะเคลื่อนตัวท�งแกน Y

	 	 	จากผลของ	 	และ	C1	ในข้ันตอนที	่4.2.2	จากนัน้ 

แทนลงในสมการที่	 (32)	 จะสามารถคำานวณค่า	 C3	 ได้	

และใช้การแปลงผกผนัในสมการที	่(4)	รวบรวมเทอมต่างๆ	

ของฟังก์ชันแปลงในสมการท่ี	 (29)	 จะได้สมการระยะ

เคลื่อนตัวทางแกน	Y	ตลอดความยาวเสาเช่นเดียวกัน	

	 ขั้นตอนการคำานวณแสดงในรูปที่	3

B,  C1 = 0.001 เรเดียน 

   แทนคา  C1 ,      ในสมการที่ (30), 

  หาคาอนุพันธของสมการที่ (30),  

 หาคา       จากสมการ

               =  น้ำหนักบรรทุกวิกฤต 

0f

0f

new
0

0
0

new
f
f

10
0 10new r

new

0 new

0

N

Y

เริ่มตน

กำหนดคามุม
สมมติ

ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสัน

รูปที่ 2	แสดงขั้นตอนการคำานวณน้ำาหนักบรรทุกวิกฤต
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รูปที่ 3	แสดงขั้นตอนการคำานวณมุมลาดเอียงและระยะเคลื่อนตัว

            

เริ่มตน

กําหนดคามุม B

ในที่นี้ คอื C1

คํานวณคา       จากสมการที่ (30)
ดวยระเบยีบวธินิีวตนั-ราฟสนั

แทนคา     และ C1       
ในสมการที่ (34)

     

สมการมุมลาดเอียง
(สาํหรบัมุม B = C1)

สมการระยะเคลอนตวัทางแกน X
(สาํหรบัมุม B  = C1)

สมการระยะเคลอนตวัทางแกน Y
(สาํหรบัมุม B  = C1)  

แทนคา  และ C1

ในสมการที่ (35)
แทนคา  และ C1

ในสมการที่ (36)

5. ผลและก�รวิเคร�ะห์ผล
 5.1  ค่�น้ำ�หนักบรรทุกวิกฤตของเส�

	 	 	ในส่วนของผลและการวิเคราะห์ผลเป็นการนำา

ผลการคำานวณท่ีได้จากวิธี	 DTM	 ไปทำาการเปรียบเทียบ

กับผลคำาตอบด้วยวิธีอิลิปติกอินทิกรัล	(Elliptical	Integral	

Method,	EIM)	ซึ่งปรากฎอยู่ในตำาราของ	Timoshenko	 

และ	Gere	[21]	และผลการคำานวณด้วยวิธียิงเป้า	(Shooting	 

Method,	SM)	และได้นำาผลมาแสดงไว้ในตารางที่	2

ต�ร�งที่ 2	เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์น้ำาหนักบรรทุกวิกฤตของเสา

Number of 
terms 

 Relative 
error EIM [21] SM DTM(3)(17) 

3 

2.4674011002 

 2.0000003333 2.00000E-00 
5  2.5358984981 2.67949E-01 
7  2.4646046852 2.81138E-02 
9  2.4674791152 1.16628E-03 

11 2.4674011005 2.4673999522 3.20825E-05 
13  2.4674014281 5.98145E-07 
15  2.4674014085 7.92911E-09 
17  2.4674014086 6.48576E-11 
19  2.4674014087 6.88973E-13 

	 	 	จากตารางที	่ 2	 ผลการเปรียบเทียบจะเห็นได้ว่า 

วิธี	 DTM	 ให้ผลลัพธ์ได้อย่างถูกต้องเป็นอย่างดี	 การ

คำานวณค่าน้ำาหนักบรรทุกวิกฤตที่ทำาให้เสาเกิดการโก่ง

เดาะพบว่าผลรวมของจำานวนเทอมฟังก์ชันแปลงวิธี	DTM	 

ต้องใช้จำานวน	 17	 เทอม	 จึงทำาให้ค่าความคลาดเคลื่อน

สัมพัทธ์มีค่าน้อยกว่า	ɛr = 10-10	และน้ำาหนักบรรทุกวิกฤต

ที่ได้เท่ากับ	 2.4674014086	 มีค่าเข้าใกล้ค่าแม่นตรงซ่ึง

มีค่าเท่ากับ	 π2 / 4	 นอกจากนี้ยังแสดงให้เห็นว่าจำานวน
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    (33)

เทอมท่ีนำามาใช้ในการคำานวณหากมีไม่มากพอจะทำาให้ผล

ที่ได้มีความคลาดเคลื่อนสูง	แต่ถ้าหากเพิ่มจำานวนเทอมให้

มากข้ึนผลคำาตอบที่คำานวณได้จะลู่เข้าหาผลเฉลยแม่นตรง	 

โดยมสีมการสำาหรบัการคำานวณค่าน้ำาหนกับรรทกุวิกฤตทีไ่ด ้

รูปที่ 4	เปรียบเทียบค่าน้ำาหนักบรรทุกกับมุมลาดเอียง 

, (degree)B

0 20 40 60 80 100 120 140 160

0

2

4

6

8

10

12

SM

DTM(4)(17)

DTM(4)(30)
EIM

DTM(3)(17)

จากการศึกษานี้	(ใช้	17	เทอม)	โดยกำาหนดให้มุมลาดเอียง 

ที่ปลายมีค่าน้อยมากในท่ีนี้กำาหนดให้	 C1 = 0.001	 ใน
สมการที่	(30)	ซึ่งภายหลังจากการกำาหนดค่า	C1 = 0.001 
แล้วสามารถเขียนแสดงไว้ในสมการที่	(33)	

 5.2  พฤติกรรมหลังก�รโก่งเด�ะ

	 	 	การศึกษาพฤติกรรมของเสาย่ืนหลังจากเกิดการ

โก่งเดาะแบ่งออกเป็น	2	กรณี

   5.2.1 คว�มสัมพันธ์ของมุมล�ดเอียงกับน้ำ�หนัก

บรรทุก

	 	 	ความสัมพันธ์ระหว่างน้ำาหนักบรรทุก	 	 กับมุม

ลาดเอียงที่ปลายของเสา	θB	ที่มีจำานวนเทอมของฟังก์ชัน

แปลง	17	เทอม	ดังแสดงไว้ในสมการที่	(30)	เมื่อนำามา

เขียนรูปแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง	 	และ	θB	แสดงใน

รูปที่	4

	 	 	ผลการวิเคราะห์ในรูปที	่4	ซ่ึงได้ทำาการเปรียบเทียบ 

ผลของน้ำาหนักบรรทุก	 	กับมุมลาดเอียงที่ปลาย	θB	ด้วย

วิธี	DTM	ในรูปแบบต่างๆ	กับวิธี	EIM	[21]	และวิธี	SM	

โดยรูปแบบของ	 DTM	 กำาหนดได้ดังสัญลักษณ์ต่อไปนี้	 

DTM(m)(nk)	 โดยที่	 m	 คือจำานวนเทอมในการกระจาย 

อนุกรมเทย์เลอร์ของฟังก์ชัน	sine	และ	cosine	ในขณะ

ที่	nk	คือจำานวนเทอมที่ใช้ในการคำานวณด้วยวิธี	DTM	ซึ่ง

พบว่าการคำานวณด้วยวิธี	DTM	ให้คำาตอบค่าของน้ำาหนัก 

บรรทุก	 	 กับมุมลาดเอียง	 θB	 ที่สอดคล้องกันดีและ

เมื่อเปรียบเทียบผลคำานวณวิธี	 DTM	 แบบ	 DTM(3)(17)	 
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(อนุกรมเทย์เลอร์	จำานวน	3	เทอม,	จำานวนเทอมที่ใช้ในวิธี	

DTM	17	เทอม)	กับวิธี	EIM	[21]	และวิธี	SM	พบว่ามี

ค่าใกล้เคียงกันมากจนถึงค่ามุม	θB	ประมาณ	100	องศา	 

หลังจากนั้นการคำานวณด้วยวิธี	 DTM	 จะทำาให้น้ำาหนัก

บรรทุก	 	 เริ่มลู่ออกอย่างชัดเจน	 เมื่อเปรียบเทียบผล

คำานวณแบบ	 DTM(4)(17)	 และ	 DTM(4)(30)	 ค่าของ	   

และ	θB	มีความถูกต้องและใกล้เคียงกับวิธี	EIM	และ	SM	

มากกว่าการคำานวณแบบ	 DTM(3)(17)	 แต่อย่างไรก็ตาม

การคำานวณด้วยวิธี	DTM	แบบ	DTM(4)(17)	และ	DTM(4)

(30)	 จะมีภาระในการคำานวณมากกว่าแบบ	 DTM(3)(17)	

ซ่ึงไม่เหมาะสมต่อการนำาไปใช้งาน	 ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึง

ได้นำาเสนอสมการมุมลาดเอียงแบบ	DTM(3)(17)	สามารถ

เขียนได้ดังแสดงในสมการที่	(34)		

	 	 	รูปที่	5	แสดงให้เห็นมุมลาดเอียงตลอดความยาว

เสาที่มีน้ำาหนักบรรทุก	  = 2.5,3,3.5,4,4.5	กระทำา	ซึ่ง
มีความสอดคล้องกันเป็นอย่างดี	 กล่าวคือ	 เมื่อมีน้ำาหนัก

บรรทุกกระทำามากมุมลาดเอียงที่ปลายก็มีมากเช่นกัน

รูปที่ 5	ความสัมพันธ์ระหว่างน้ำาหนักบรรทุกกับมุมลาดเอียง

   5.2.2 คว�มสัมพันธ์ระยะเคลื่อนตัวของเส�ท�ง

แกน X และแกน Y

	 	 	 เมื่อทำาการแทนค่า	 	และ	C1	ในสมการที่	(28)	

และ	 (29)	และใช้สมการที่	 (4)	 คำานวณหาคำาตอบระยะ

เคลื่อนตัวของเสา	 ซึ่งจะได้สมการระยะเคลื่อนตัวของเสา

ทางแกน	 X	 แสดงในสมการท่ี	 (35)	 และสมการระยะ

เคลื่อนตัวของเสาทางแกน	Y	แสดงในสมการที่	(36)	ตาม

ลำาดับ

    (34)
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(deg)
B  

* ( 0)x s   * ( 0)y s  
DTM(3)(17) EIM [21] SM DTM(3)(17) EIM [21] SM 

0 0 0 0  0 0 0 
20 0.96973 0.970 0.96973  0.21941 0.220 0.21941 
40 0.88129 0.881 0.88120  0.42226 0.422 0.42224 
60 0.74141 0.741 0.74101  0.59366 0.593 0.59320 
80 0.56084 0.560 0.55939  0.71967 0.719 0.71949 

100 0.35897 0.349 0.34898  0.78537 0.792 0.79153 
120 0.18012 0.123 0.12315  0.80263 0.803 0.80317 

* *( 0) 1 ( 0), ( 0) ( 0)x s x s y s y s

(35)

  (36)

ต�ร�งที่ 3	เปรียบเทียบผลการเคลื่อนตัวของเสา	(ที่จุดปลายเสา)	ทางแกน	X	และแกน	Y

	 	 	จากตารางที่	 3	 แสดงผลการคำานวณระยะการ

เคลื่อนตัวของปลายเสา	 B	 ที่สอดคล้องกับมุมลาดเอียง	 

θB = 0º,20º,40º,60º,80º,100º,120º	จากผลในตารางที่	3	
พบว่าวิธี	DTM	ที่ใช้การแปลงฟังก์ชัน	sine	และ	cosine	

ในอนุกรมเทย์เลอร์	จำานวน	3	เทอมและ	ใช้จำานวนเทอม

ฟังก์ชันแปลงวิธี	DTM	จำานวน	17	เทอม	(DTM(3)(17))		

ให้คำาตอบสอดคล้องกับวิธี	EIM	และ	วิธี	SM	โดยเฉพาะ

ในช่วงมุม	 θB = 0º	 ถึง	100º	 เมื่อ	 θB ≥ 100º	 ค่าการ
เคลื่อนตัวเริ่มมีความแตกต่าง	 และเห็นความแตกต่างได้

อย่างชัดเจนที่มุม	θB = 120º

	 	 	 รูปท่ี	6	แสดงผลการคำานวณรปูร่างสมดลุของการ

เคลือ่นตัวของเสาทางแกน	X	และแกน	Y	ตลอดความยาว

เสา	โดยการเคลื่อนตัวทางแกน	X	และแกน	Y	แสดงอยู่

ในรูปของ	ค่า	 	และ	 	ตามลำาดับ	พบว่าการคำานวณ

ด้วยวิธี	DTM	แบบ	DTM(4)(17)	และ	DTM(4)(30)	ให้ผล

คำาตอบใกล้เคียงกับวิธี	SM	มากที่สุดซึ่งเป็นผลมาจากการ

เพิ่มจำานวนเทอมในการคำานวณ	DTM

	 	 	แต่ในขณะเดียวกันการเพิ่มจำานวนเทอมมีผลต่อ

ความสะดวกในการใช้งานที่ลดลงเช่นกัน
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รูปที่ 6	ความสัมพันธ์ระหว่าง	 	กับ	

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6
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1.0 20B
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s

DTM(4)(17)

DTM(4)(30)

 * *1 ,x x y y  

6. สรุปผลก�รศึกษ�
	 การศกึษาพฤตกิรรมหลงัการโก่งเดาะของเสาย่ืนภายใต้

แรงกระทำาที่ปลาย	ซึ่งปัญหาสามารถเขียนได้ในรูปสมการ

เชิงอนุพันธ์และใช้วิธี	 Differential	 Transformation	

Method	(DTM)	สามารถสรุปได้ดังนี้

	 1.	ผลการคำานวณน้ำาหนักบรรทุกวิกฤตของเสาย่ืนที่

ทำาให้เสาเกิดการโก่งเดาะจากวิธี	DTM	มีความสอดคล้อง

กับผลการคำานวณโดยวิธีอิลิปติกอินทิกรัลและวิธียิงเป้า

เป็นอย่างมาก	 โดยเฉพาะเมื่อจำานวนเทอมของฟังก์ชัน

แปลงในวิธ	ีDTM	มจีำานวนเทอมตัง้แต	่17	เทอมเป็นต้นไป 

	 2.	ผลการคำานวณระยะเคลื่อนตัวของเสาย่ืนทั้งแกน	

X	และแกน	Y	มีความสอดคล้องกับผลการคำานวณโดยวิธี 

ยิงเป้าเช่นเดียวกับการคำานวณหาค่าน้ำาหนักบรรทุกวิกฤต

ของเสา	 โดยเฉพาะในช่วงท่ีมุมลาดเอียงที่ปลายเสามีค่า

น้อยกว่า	100	องศา

	 3.	การเพิ่มจำานวนเทอมของอนุกรมเทย์เลอร์และ

จำานวนเทอมที่ใช้ในการคำานวณด้วยวิธี	 DTM	 มีผลทำาให้

ผลเฉลยมีความถูกต้องมากย่ิงข้ึนแต่ในขณะเดียวกันภาระ

ในการคำานวณจะเพิ่มมากขึ้นเช่นกัน
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