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บทคัดย่อ

	 บทความน้ีกล่าวถึงการทำ�นายพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปและหลักการการออกแบบจานสปริงที่ผลิตมาจากวัสดุ

ไอโซทรอปิกเมื่อรับภาระกดในแนวแกน โดยใช้แบบจำ�ลองทางคณิตศาสตร์ของจานสปริงจากวิธีพลังงานศักย์ท้ังหมด

ต่ำ�ท่ีสุดภายใต้ระบบแกนทรงกรวย และพิจารณาถึงความไม่เป็นเชิงเส้นเชิงเรขาคณิตในสมการความสัมพันธ์ระหว่าง

ความเครียดกับการกระจัดเนื่องจากสปริงสามารถมีระยะยุบตัวมากเมื่อเทียบกับความหนา พฤติกรรมการตอบสนองของ

จานสปริงภายใต้ภาระแรงท่ีมากระทำ�หาได้จากผลเฉลยท่ีได้จากการแก้สมการพลังงานด้วยระเบียบวิธีริตส์ แผนภาพ

การออกแบบและความเสียหายของจานสปริงท่ีได้รับการพัฒนาและนำ�เสนอสามารถใช้เป็นแนวทางในการเลือกขนาด 

จานสปริงในการใช้งานได้อย่างเหมาะสมเมื่อทราบแรงกดสูงสุดที่ยอมรับได้และ/หรือทราบค่านิจสปริงเริ่มต้น
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การสร้างแผนภาพการออกแบบจานสปริงด้วยแบบจำ�ลองจากวิธีพลังงาน
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	 This article discusses the prediction of the deformation behavior and design criteria of an  
isotropic Belleville spring under axial loading. Because the spring could undergo large deflection relative to 
the spring thickness, the mathematical model of the Belleville spring is developed with the total minimum 
potential energy principle in a conical coordinate system by considering geometrical nonlinearities of the 
strain-displacement relations. The solutions of the response behavior of the Belleville spring under loading  
are computed by the Ritz method. The design and failure mode maps are created and presented as a guideline 
to select a suitable spring size when the maximum applied load and/or the required initial spring stiffness 
is known.

	 Keywords	 :	Belleville Spring / Energy Method / Ritz Method / Design Maps

Abstract

Development of Design Map for Belleville Springs with an  
Energy Method Model
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1.	บทนำ�
	 จานสปริงหรือสปริงเบล์เลวิลล์ (Belleville Spring) 

เป็นสปริงพิเศษที่มีลักษณะเป็นโครงสร้างเปลือกบางทรง

กรวยยอดตัดคล้ายจานคว่ำ� การออกแบบรูปร่างลักษณะนี้

ทำ�ให้จานสปริงสามารถรับและต้านทานแรงกดในแนวด่ิง 

ได้ดี โดยเมื่อได้รับภาระกด จานสปริงจะเกิดระยะยุบ 

ในช่วงยืดหยุ่นเหมือนสปริงชนิดอื่นๆ ท่ัวไป แต่จุดเด่น

ของสปริงชนิดนี้คือค่านิจสปริง (Spring Rate) ที่สามารถ

เปลี่ยนแปลงได้ตามระยะยุบที่เพิ่มมากขึ้น โดยค่านิจสปริง

อาจมีค่าคงที่ มีค่ามากขึ้น หรือมีค่าลดลงได้ 

	 การเปลี่ยนแปลงค่านิจสปริงในรูปท่ี 1 แสดงถึง

ความสัมพันธ์ระหว่างพฤติกรรมการยุบตัวของจานสปริง 

ภายใต้แรงกดกับอัตราส่วนความสูงต่อความหนา (h/t) 

โดยเมือ่ h/t มคีา่นอ้ยเชน่ h/t = 0.4 คา่ความชันของกราฟ 

หรือคา่นจิสปริงจะมค่ีาคงทีแ่ละเปน็คา่บวกเสมอ ในขณะที ่

เมื่อ h/t มีค่าสูงขึ้นเป็น 1.4 ค่าความชันจะแปรเปลี่ยน

ไปตามระยะกดอย่างเห็นได้ชัด และเมื่อ h/t = 2.5 ค่า

นิจสปริงจะเปลี่ยนแปลงได้มาก โดยมีค่าเท่ากับศูนย์ได้ที่

อัตราส่วนระยะยุบ 0.5 และ 1.5 และมีค่าเป็นลบที่

อัตราส่วนระยะยุบระหว่าง 0.5 และ 1.5 ซึ่งเมื่อระยะยุบ 

มีค่าเปลี่ยนไปเล็กน้อยในทางที่มีค่านิจสปริงเป็นลบจะ

เกิดการกระโดดอย่างรวดเร็วจากสภาวะสมดุลตำ�แหน่ง

หนึ่งไปสู่สภาวะสมดุลอีกตำ�แหน่ง พฤติกรรมดังกล่าวนี้ 

เรียกว่าการเปลี่ยนรูปกลับทิศขาไปหรือการสแนปทรู 

(Snap-through) ในกรณีท่ีมีระยะกดจานสปริงเพิ่ม

มากข้ึน และเรียกว่าการเปลี่ยนรูปกลับทิศขากลับหรือ

การสแนปแบค (Snap-back) เมื่อระยะกดมีค่าน้อยลง  

โดยรูปร่างหลังจากการเปลี่ยนรูปกลับทิศจะแตกต่างจาก

รูปร่างเร่ิมต้นก่อนการกลับทิศอย่างชัดเจนเพราะมีการ

เปลี่ยนเคร่ืองหมายของค่าความโค้งของจานสปริงอย่าง

ทันทีทันใด รูปแบบเสถียรภาพของสปริงในลักษณะนี้ 

เรียกว่าเสถียรภาพแบบเมต้า (Metastable)

	 นอกจากนี้เสถียรภาพของสปริงแบบเมต้า ยังมีรูปแบบ

ของเสถียรภาพในขณะมีการเปลี่ยนรูปอีกประเภทที่อาจ 

เกิดข้ึนได้หากอัตราส่วนความสูงต่อความหนาของจานสปริง

มีค่าสูงข้ึนอีก ได้แก่ ทวิเสถียรภาพ (Bi-stability) ซ่ึง

จานสปริงจะมีรูปร่างกลับทิศค้างถึงแม้จะลดแรงกดลง

จนเป็นศูนย์ และต้องใช้แรงดึงกระทำ�กับจานสปริงจึงจะ

สามารถเปลี่ยนรูปกับมาสู่สภาวะเริ่มต้นท่ีไม่มีระยะยุบตัว 

ได้ ลักษณะการยุบตัวรูปของจานสปริงเหล่านี้สามารถนำ�

มาประยุกต์ใช้กับงานได้หลากหลายประเภท ยกตัวอย่าง

เช่นใช้เป็นสวิตช์ปิด-เปิด ใช้ทำ�วาล์วน้ำ�  หรือใช้เป็นแผ่น

คลัทช์ ตัดต่อแรงบิดในระบบส่งกำ�ลังเป็นต้น

รูปที่ 1 ค่านิจสปริงและรูปแบบพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปกลับทิศของจานสปริง
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	 สมรรถนะของจานสปริงจะข้ึนอยู่กับสมบัติของวัสดุ 

ที่นำ�มาผลิตและขนาดรูปร่างของจานสปริง ซ่ึงจานสปริง 

ที่ใช้กันอย่างแพร่หลายจะผลิตจากโลหะเป็นวัสดุหลัก 

เนื่องจากหาได้ง่ายและมีกระบวนการผลิตที่ไม่ยุ่งยาก 

การศึกษาสมรรถนะของจานสปริงนั้นมีมาต้ังแต่อดีต 

โดย Almen และ Laszlo [1] ได้พัฒนาสมการทำ�นาย

สมรรถนะของจานสปริงที่ผลิตจากวัสดุไอโซทรอปิคหรือ

วัสดุมีสมบัติเท่ากันทุกทิศทาง และได้กำ�หนดสมมุติฐาน

การพัฒนาแบบจำ�ลองไว้ว่าจานสปริงจะไม่มีการเสียรูป

ของหน้าตัดขณะรับแรง การยุบตัวที่เกิดขึ้นจะเกิดจากการ

หมุนของหน้าตัดสปริงรอบจุดสะเทิน (Neutral Point) 

เท่านั้น และความเค้นในแนวรัศมี (Radial Stress) ของ

สปริงต้องมีค่าเท่ากับศูนย์ ต่อมา Curti และ Orlando  

[2-3] ได้ปรับปรุงสมการของ Almen และ Laszlo โดย

การเปลี่ยนสมมุติฐานของความเค้นในแนวรัศมีให้เป็น

ความเครียดในแนวรัศมี (Radial Strain) มีค่าเท่ากับ

ศูนย์แทน ภายหลัง Zheng คณะ [4] ได้นำ�เสนอ

สมการการออกแบบจานสปริงที่ทำ�จากวัสดุไอโซทรอปิค

โดยการพัฒนาแบบจำ�ลองซ่ึงใช้วิธีพลังงานเพื่อคำ�นวณ

หาความสัมพันธ์ของแรงกดและระยะยุบ แบบจำ�ลองของ 

Zheng และคณะกำ�หนดให้ลักษณะของจานสปริงเป็น

แผ่นบางที่มีความไม่สมบูรณ์ทางเรขาคณิตจากรูปร่างที่ 

นูนข้ึนเพื่อเรียนแบบรูปร่างกรวยตัดยอดของจานสปริง 

Ozaki และ Tsuda [5] ได้ทำ�การศึกษาผลกระทบของ

แรงเสียดทานท่ีเกิดจากการนำ�จานสปริงมาซ้อนทับกัน 

โดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ส่วนงานวิจัยท่ีเก่ียว

กับการทดสอบและระเบียบวิธีเชิงตัวเลขด้วยเทคนิค

ใหม่ๆ ในการคำ�นวณความเสียหายของวัสดุในสปริงแบบ

จานที่ทำ�จากเหล็กได้อธิบายไว้ในเอกสารอ้างอิง [6-7]  

นอกเหนือจากจานสปริงท่ีทำ�มาจากเหล็ก Maletta และ

คณะ [8] ได้ทำ�การศึกษาจานสปริงที่ทำ�มาจากโลหะ 

จำ�รูป NiTi โดยทำ�การขึ้นรูปและศึกษาผลการตอบสนอง

ของสปริงต่อแรงและความร้อนเมื่อเกิดการเปลี่ยนแปลง

เฟสของวัสดุ Castagnetti และ Dallari [9] ได้นำ�เสนอ

การประยุกต์ใช้สปริงจานเพื่อเก็บเก่ียวพลังงานแม่เหล็ก

ไฟฟ้าท่ีได้จากการสั่นสะเทือนโดยใช้แท่งแม่เหล็กถาวร 

ที่มีขดลวดพันล้อมรอบเปลี่ยนพลังงานกลจากสั่นสะเทือน

ของสปริงไปเป็นพลังงานไฟฟ้า นอกจากนี้ยังมีการศึกษา 

พฤติกรรมของจานสปริงในประเทศไทยท่ีดำ�เนินการโดย  

Inban [10] ซ่ึงได้ทำ�การเปรียบเทียบผลลัพธ์ของ 

ค่าระยะยุบตัวและค่าความเค้นท่ีเกิดข้ึนในสปริงแบบจาน

จากภาระทีม่ากระทำ�ในแบบต่างๆ ดว้ยวิธไีฟไนตเ์อลเิมนต์ 

แต่ไม่ได้คำ�นึงถึงการเปลี่ยนรูปกลับทิศ 

	 สำ�หรับการวิจัยเก่ียวกับจานสปริงที่ผลิตจากวัสดุที่มี

สมบัติไม่เท่ากันทุกทิศทางเช่นคอมโพสิตนั้น Dharan และ 

Bauman [11] ได้นำ�เสนอการปรับใช้สมการของ Almen 

และ Laszlo มาทำ�นายการเปลีย่นรูปของจานสปริงภายใต ้

ภาระกด โดยระบใุห้จานสปรงิคอมโพสติมกีารเรยีงช้ันของ

เส้นใยจนมีสมบัติเสมือนเป็นวัสดุไอโซทรอปิก (Quasi-

isotropic) แตวิ่ธกีารนีก็้ยังมข้ีอจำ�กัดในการป้อนข้อมลูของ

สมบัติวัสดุคอมโพสิตท่ีมีความหลากหลายลงไปในสมการ

ของ Almen และ Laszlo ซ่ึงข้ึนอยู่กับสมบัติของวัสดุ

เพียงแค่ 2 ตัวคือมอดุลัสยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซอง 

Patangtalo และคณะ [12, 13] จึงได้พัฒนาแบบจำ�ลองที่

สามารถทำ�นายสมรรถนะของจานสปรงิทัง้ทีท่ำ�มาจากวัสดุ

ไอไซทรอปิคและคอมโพสิต โดยมีสมมติฐานภายใต้ทฤษฎี

โครงสร้างเปลือกบาง (Thin Shell Theory) [14] และ

คำ�นึงถึงความไม่เป็นเชิงเส้นทางเรขาคณิตเมื่อจานสปริง

มีระยะยุบตัวมากๆ (Large Deflection) จนสปริงมีการ

เปลี่ยนรูปแบบทวิเสถียรภาพ โดยผลเฉลยของคำ�ตอบจะ

คำ�นวณได้จากระเบียบวิธีริตส์ (Ritz Method) 

	 อย่างไรก็ดีการทบทวนผลงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องท้ังหมด 

ข้างต้นแสดงให้เห็นว่าการศึกษาทีผ่า่นมายังขาดกระบวนการ 

การออกแบบจานสปริงอย่างเป็นระบบ จึงทำ�ให้การเลือก

ใช้จานสปริงทำ�ได้อย่างลำ�บากและยุ่งยากเพราะต้องลอง

สุ่มขนาดสปริงที่มีความหลากหลายเพื่อตรวจสอบการ

ตอบสนองของจานสปริงในทุกกรณี ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงได ้

พัฒนาวิธีการกำ�หนดขนาดมิติของจานสปริงในรูปของ

แผนภาพสำ�หรับการออกแบบ โดยให้ผู้ออกแบบระบุ

ตัวแปรต้นที่ควรทราบค่า ได้แก่ขนาดรูปร่างภายนอกของ

จานสปริง (Exterior Dimensions) ค่านิจสปริงที่ต้องการ

ใช้งาน และ/หรือ ความสามารถในการรับแรงกดได้สูงสุด 

ซ่ึงความสัมพันธ์ของแผนภาพจะนำ�ไปสู่ในการเลือกขนาด

ที่ไม่ทราบค่าอย่างเหมาะสม โดยผู้ออกแบบสามารถ

กำ�หนดลกัษณะความเสยีหายเมือ่สปริงไดร้บัภาระสงูสดุได้
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2.	การทำ�นายพฤติกรรมของจานสปริง
	 การคำ�นวณหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงและการ 

กระจดัของจานสปรงิและความเค้นทีเ่กิดข้ึนจะใช้ระเบียบวิธี 

พลังงานศักย์ต่ำ�ท่ีสุดและการประมาณคำ�ตอบด้วยวิธีริตส์

ตามท่ีได้อภิปรายโดยละเอียดในเอกสารอ้างอิง [12-13] 

ซ่ึงข้ันตอนในการคำ�นวณดังกล่าวจะนำ�เสนอในบทความนี้

โดยย่อเพื่อความสมบูรณ์ของแนวคิดในการสร้างแผนภาพ

การออกแบบ

รูปที่ 2 จานสปริงในระบบพิกัดทรงกรวย

	 รูปที่ 2 แสดงแบบของจานสปริงในระบบพิกัดทรง

กรวยและตัวแปรของมติิทีเ่ก่ียวข้อง เมือ่สปรงิเกิดระยะยุบ  

สมการความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดฉาก (Normal 

Strain, ɛ) ความเครียดเฉือน (Shear Strain, γ) และ 
ค่าความโค้ง (Curvature, κ) ของระนาบกึ่งกลางที่ z = 0  
กับระยะกระจัดของจานสปริงสามารถเขียนได้ดังนี้ [15]
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(1)

	 โดย uo vo และ wo คือระยะกระจัดของระนาบ

กึ่งกลางในแนวรัศมี (s) แนวเส้นรอบวง (θ) และแนว
ความหนา (z) ตามลำ�ดับ สมการที ่(1) ได้รวมความไมเ่ปน็

เชิงเส้นของทางเรขาคณิตตามวิธีการของวอนคาร์มานใน

พจน์ที่เขียดเส้นใต้ไว้ด้วย เนื่องจากความสัมพันธ์ระหว่าง

แรงและระยะยุบในรูปท่ี 1 สามารถมีพฤติกรรมท่ีไม่เป็น

เชิงเส้นทางเรขาคณิตได้

	 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงลัพธ์ (N) และโมเมนต์ลัพธ์ 

(M) กับความเครียดและค่าความโค้งของระนาบก่ึงกลาง

สามารถหาได้จากสมการที่ (2) [16]

 
(2)

	 ซ่ีงเอลิเมนต์ของเมทริกซ์เอบีดี ได้แก่ เมทริกซ์ความ

แข็งตึงการยืด (Extensional Stiffness Matrix, [A])  

เมทริกซ์ความแข็งตงึการยืดคู่ควบกับการดัด (Extension - 

bending Coupling Matrix, [B]) และเมทรกิซ์ความแข็งตึง 

การดัด (Bending Stiffness Matrix, [D]) ของจานสปริง 

ถ้าวัสดุที่ใช้ทำ�สปริงเป็นวัสดุไอโซทรอปิคเมทริกซ์เอบีดี

สามารถเขียนอยู่ในรูปที่แสดงในสมการที่ (3)

	

		  	      	

(3)

	 โดยที่ E คือมอดุลัสยืดหยุ่น (Modulus of Elasticity) 

G คือมอดุลัสเฉือน (Shear Modulus) v คืออัตราส่วน 

ปัวซอง (Poisson's Ratio) และ t คือความหนา  

(Thickness) ของจานสปริง

	 กำ�หนดให้ระยะยุบของระนาบก่ึงกลางของจานสปริง

ในการประมาณการกระจัดด้วยวิธีริตส์เป็นฟังก์ชันพหุนาม 

(Polynomial Function) ที่มีจำ�นวนพจน์ดังนี้

	     (4)

	 โดยกำ�หนดให้ vo(s) มคีา่เทา่กับศูนย์ เนือ่งจากเง่ือนไข

ค่าขอบเขตและแรงท่ีกระทำ�กับจานสปริงสมมาตรรอบ

แกน x จึงไม่มีระยะกระจัดในแนวแกน θ การกำ�หนด
ให้เทอม uo(s) และ wo(s) มีกำ�ลังพหุนามของตัวแปร s 

สูงสุดเป็น 5 และ 2 ตามลำ�ดับ เนื่องจากการตรวจสอบ 

การวิเคราะห์การลู่เข้า (Convergence Analysis) ของ

จำ�นวนตัวแปรบ่งช้ีว่าเมื่อเพิ่มจำ�นวนตัวแปรให้มีค่า

มากกว่านี้ก็ไม่ทำ�ให้คำ�ตอบของปัญหาเปลี่ยนแปลงไป 
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ตัวแปร c1, c2,...,c9 แสดงถึงองศาอิสระของการเคลื่อนที่

ของจานสปริงเมื่อมีภาระมากระทำ�  ดังนั้นในการคำ�นวณ

หาความสมัพนัธร์ะหว่างแรงกดและระยะยุบตอ้งทำ�การหา

ค่าตัวแปรทั้ง 9 ตัวนี้ 

	 สมการของพลังงานความเครียด (Strain Energy :  

Es) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของผลคูณของแรงลัพธ์ 

และโมเมนต์ลัพธ์ในสมการที่ (2) กับความเครียดและค่า

ความโค้งในสมการที่ (1) และหาปริพันธ์ตลอดโดเมนของ

จานสปริง

    (5)

	 สมการที่ (5) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของการกระจัด 

ที่เป็นฟังก์ชันของตัวแปร c1, c2,...,c9 ได้หลังจากท่ีแทน

ค่าแรงลัพธ์และโมเมนต์ลัพธ์ให้อยู่ในรูปความเครียดและ

ค่าความโค้งตามสมการที่ (2) หรือ (3) และแทนค่า

ความเครียดและค่าความโค้งทั้งหมดในรูปของการกระจัด

และตัวแปรทั้ง 9 ตัวด้วยสมการที่ (1) และ (4)

	 สภาวะของจุดรองรับและการเปลี่ยนรูปของจานสปริง

สามารถนำ�มากำ�หนดเป็นเงื่อนไขค่าขอบเขต (Boundary 

Condition) ทั้งหมดสองตำ�แหน่งคือ จานสปริงไม่มีการ

เคลื่อนที่ในแนวดิ่งที่ขอบด้านล่าง (s = s2) และจานสปริง

มีระยะกระจัดในแนวดิ่งเท่ากับ δ ที่ขอบด้านบน (s = s1)

		   			 (6)
		    

	 การหาผลเฉลยของปัญหาทำ�ได้จากการแก้ระบบ

สมการเพื่อหาค่าตัวแปรที่ทำ�ให้พลังงานในสมการที่ (5)  

มีค่าต่ำ�สุดเพื่อหาสภาวะสมดุลเสถียรของการเปลี่ยนรูป

ของจานสปริง (Minimum Potential Energy Principle) 

ระบบสมการเหลา่นีเ้กิดข้ึนจากการหาอนพุนัธข์องพลงังาน

เทียบกับตัวแปรที่ไม่ทราบค่าทั้ง 9 ตัวดังนี้

       	   	 (7)

	 แรงกดที่กระทำ�กับจานสปริงในแนวแกนด่ิงสามารถ

คำ�นวณหาได้ด้วยการหาอนุพันธ์ของพลังงานความเครียด

เทียบกับระยะยุบในแนวด่ิงท่ีขอบด้านบนของจานสปริง

ตามทฤษฎีคาสติเกลียโน (Castigliano’s Theorem) ใน

สมการที่ (8)

				         	 (8)

	 อย่างไรก็ดีทฤษฎีท่ีบรรยายไว้ข้างต้นแสดงให้เห็นว่า

พฤติกรรมของจานสปริงจะข้ึนอยู่กับตัวแปรที่เก่ียวข้อง

หลายตัว ดังนั้นเพื่อหลีกเลี่ยงอิทธิพลของขนาดมิติที่ข้ึน

กับหน่วยของการวัดและความกระชับในการอภิปรายผล 

ตัวแปรทางเรขาคณิตที่เก่ียวข้องสามารถนำ�มาจัดรูปใหม่

เป็นตัวแปรไร้มิติได้โดยการรวมพจน์ของขนาดความสูง 

ขนาดความหนา ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางในและนอกเป็น

อัตราส่วน h/Do  h/t และ Di /Do 

	 นอกจากนี้แรงกดและค่านิจสปริงสามารถนำ�มาแปลง

เป็นพจน์ของแรงไร้มิติ (Pdesign) และค่านิจสปริงไร้มิติ 

(kdesign) ดังนี้

				      	 (9)

				      	 (10)

	 ค่านิจสปริง k ในสมการที่ (10) คือความชันของกราฟ

ระหว่างแรงกดและระยะยุบตัวในช่วงที่มีความสัมพันธ์

เป็นเชิงเส้น ซ่ึงสามารถหาได้จากอนุพันธ์ของแรงกดต่อ

ระยะยุบที่ระยะยุบเท่ากับศูนย์ดังสมการที่ (11)

				       		 (11)
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	 รูปที ่3 แสดงตวัอย่างความสมัพนัธ์ระหวา่งแรงกดและ

อัตราส่วนระยะยุบของจานสปริงไอโซทรอปิค ที่คำ�นวณ 

ด้วยวิธีพลังงานศักย์ทั้งหมดต่ำ�ที่สุด โดยจานสปริงมีสมบัติ

วัสดุตามตารางที่ 1 และมีขนาดอัตราส่วน Di /Do เท่ากับ 

0.5 อัตราส่วน h/Do เท่ากับ 0.02 และ h/t เท่ากับ  

1.5  จากรูปแสดงให้เห็นได้ว่าพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปของ

จานสปริงมีความสัมพันธ์ระหว่างแรงกดและระยะยุบท่ี 

ไม่เป็นเชิงเส้นอย่างเห็นได้ชัด โดยผลการคำ�นวณแสดงถึง

จุดที่ค่านิจสปริงเท่ากับศูนย์สองตำ�แหน่ง ได้แก่ จุดวิกฤติบน  

(Upper Critical Point) และจดุวิกฤตลิา่ง (Lower Critical  

Point) ซ่ึงมคีา่ δ เทา่กับ 5 mm และ 7 mm ตามลำ�ดบั ช่วง

ระหว่างจุดวิกฤติบนและจุดวิกฤติล่างที่มีค่านิจสปริงเป็น

ลบ บ่งบอกว่าช่วงระยะยุบนี้จานสปริงจะมีสภาวะสมดุล

แบบไม่เสถียร ดังนั้นเมื่อจานสปริงได้รับแรงกดมากข้ึน 

จนถึงจุดวิกฤติบนจะเกิดการสแนปทรู โดยที่จานสปริง 

จะเกิดการเปลี่ยนตำ�แหน่งอย่างรวดเร็วจาก δ เท่ากับ  
5 mm ไปสู่ตำ�แหน่งใหม่ที่ δ เท่ากับ 7.6 mm โดยแรงกด

ยังมีค่าคงที่ ในทางกลับกันเมื่อลดแรงกดลงจนถึงจุดวิกฤติ

ล่าง จานสปริงจะสแนปกลับจากตำ�แหน่ง δ/h เท่ากับ  
7 mm มาที่ตำ�แหน่ง δ/h เท่ากับ 4.4 mm หลังจากนั้น

เมื่อลดแรงกดลงจานสปริงก็กลับสู่สภาพเริ่มต้นในที่สุด

รูปที่ 3 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงกดและระยะยุบจานสปริง

3.	การสร้างแผนภาพการออกแบบจานสปริง
	 ในการสร้างแผนภาพการออกแบบตัวแปรเร่ิมต้นที่ 

ผู้ออกแบบต้องกำ�หนดคือขนาดที่มีความเหมาะสมกับพื้นที่

ใช้งาน (Operating Space) หรือขนาดภายนอกโดย

ประมาณ (Estimated Exterior Dimension) ได้แก่ความ

สูง (h) และเส้นผ่าศูนย์กลางนอก (Do) ของจานสปริง 

ซ่ึงในบางครั้งเส้นผ่าศูนย์กลางใน (Di) ของจานสปริง 

ก็อาจมีขีดจำ�กัดจากขนาดของแกนหรือเพลาเพื่อกำ�กับ 

การเคลื่อนที่ให้จานสปริงอยู่ร่วมแนวศูนย์ (Alignment)

	 โดยปกติอัตราส่วน h/Do ที่เหมาะสมกับการนำ�มาใช้

ผลิตจานสปริงจะมีค่าอยู่ระหว่าง 0.01 ถึง 0.10 โดยช่วง

พิสัยดังกล่าวอ้างอิงจากจานสปริงท่ีมีการผลิตในปัจจุบัน 

นอกจากนี้เมื่อพิจารณาจานสปริงที่มีใช้อยู่ในอุตสาหกรรม

จะมีค่าอัตราส่วน Di /Do อยู่ระหว่าง 0.35 – 0.65 ด้วย

	 หลังจากได้กำ�หนดอัตราส่วน h/Do และ Di /Do ใน

เบื้องต้นแล้วการเลือกขนาดความหนาของสปริง (t) ที่
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เหมาะสม สามารถดำ�เนินการได้เป็น 2 แนวทาง แนวทาง

แรกคือการระบุค่านิจสปริง (Spring Rate) หรือความ

แข็งตึงที่ต้องการ หรือแนวทางที่สองคือการกำ�หนดความ

สามารถในการรับแรงได้สูงสุด (Maximum Load) เพื่อให้

เหมาะกับการใช้งานหรือเพื่อป้องกันการเกิดความเสียหาย 

กับสปริง ดังนั้นแผนภาพในการออกแบบจะประกอบด้วย

กราฟความสมัพนัธข์องคา่นจิสปรงิและ/หรือ แรงกดสงูสดุ

เปรียบเทียบกับอัตราส่วนไร้หน่วยของความสูงต่อความ

หนา h/t

	 การสร้างแผนภาพการออกแบบจานสปริงจะพิจารณา

เกณฑ์ความเสียหายที่สามารถเกิดข้ึนต่อจานสปริงท้ังหมด 

ซ่ึงถ้าเกณฑ์ความเสียหายใดสอดคล้องกับค่าภาระที่ต่ำ�

ที่สุดเป็นลำ�ดับแรกย่อมแสดงว่าจานสปริงจะเสียหายใน

รปูแบบนัน้ก่อน ในงานวิจยันีใ้ช้เกณฑ์การพจิารณาทัง้หมด 

สองเกณฑ์คือ ความเสียหายที่เกิดจากการสแนปทรูโดย

ใช้แรงวิกฤติบนเป็นตัวกำ�หนด และความเสียหายที่เกิด

จากความต้านแรงครากโดยใช้ความเค้นวอนมิสกำ�กับ

เครื่องหมาย (Signed Von Mises Stress) ซึ่งหาได้จาก

สมการที่ (12) เป็นตัวกำ�หนด

	       	 (12)

	 โดยท่ีเคร่ืองหมายบวกหรือลบด้านหน้าของสัญลักษณ์

ของรากที่ 2 แสดงถึงเครื่องหมายของความเค้นหลัก 

(Principle Stress) ทีม่ขีนาดสงูทีส่ดุเมือ่เทยีบกับความเค้น 

หลักในแนวแกนอื่นที่ตำ�แหน่งนั้น ส่วนความเค้นฉาก (σ) 
และความเค้นเฉือน (τ) ในสมการที่ (12) สามารถหาได้
จากความสัมพันธ์ดังนี้

	  

     (13)

	 การวเิคราะห์ความเค้นทีเ่กิดในจานสปริงโลหะเบ้ืองต้น

พบว่าความเค้นวอนมสิกำ�กับเครือ่งหมายสงูสดุจะเกิดข้ึนที่

เส้นรอบวงด้านใน และเนื่องจากจานสปริงมีลักษณะการ

รับภาระแบบโมเมนต์ดัดโดยมีระนาบก่ึงกลางเป็นระนาบ

สะเทิน ดังนั้นจุดวิกฤติจึงอยู่ที่ผิวบน ( ) หรือ 

ผวิลา่ง ( ) ความต้านแรงครากของวัสดุท่ีใช้ทำ�จาน

สปริงแสดงไว้ในตารางที่ 1

E (GPa) G (GPa) v Sy (MPa) 

206.90 79.60 0.30 1379 

ตารางที่ 1 สมบัติวัสดุที่ใช้ในการวิเคราะห์

	 ตัวอย่างกราฟความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นวอนมิส 

กำ�กับเคร่ืองหมายและระยะยุบไร้มิติของจานสปริงท่ี

อัตราส่วน h/t ต่างๆ เมื่ออัตราส่วน Di /Do เท่ากับ 0.5 

และอัตราส่วน h/Do เท่ากับ 0.02 แสดงไว้ในรูปที่ 4 

โดยเส้นทึบและเส้นประหมายถึงความเค้นที่ผิวด้านบน

และผิวด้านล่างของเส้นรอบวงด้านในตามลำ�ดับ เส้นขีด 

แนวนอนแสดงถึงความต้านแรงครากของวัสดุที่ใช้ทำ�

สปริงในด้านดึง (+Sy) และด้านอัด (-Sy) จุดตัดระหว่าง

เส้นกราฟของความเค้นกับเส้นขีดของความต้านแรงใน

แนวนอนบ่งบอกถึงระยะยุบที่ความเค้นเท่ากับความต้าน

แรงครากของวัสดุ จุดตัดเหล่านี้ (จุด A ถึง K) ช้ีให้

เห็นว่าความเสียหายจากความเค้นท่ีผิวด้านบนจะเกิดข้ึน

ที่ h/t ต่ำ�กว่า 1.00 เพียงเล็กน้อย (เนื่องจากเส้นทึบ 

h/t มากกว่า 1.00 ไม่ตัดกับเส้นของ -Sy) ส่วนความ 

เสียหายจากความเค้นของผิวด้านล่างจะพบทุกอัตราส่วน 

h/t (เส้นประทุกเส้นตัดกับเส้นของ +Sy) จุดตัดระหว่าง

เส้นกราฟความเค้นและความต้านแรงครากในรูปที่ 4 จะ

นำ�ไปกำ�หนดตำ�แหน่งลงในกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง

ระยะยุบที่จานสปริงเกิดความเสียหายกับอัตราส่วน h/t 

ดังปรากฏในรูปที่ 5
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x column 3 vs y column 3 

h / t
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รูปท่ี 4		ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นวอนมิสกำ�กับเครื่องหมายและระยะยุบไร้มิติท่ีอัตราส่วน  

			  h/t ต่างๆ

รูปที่ 5 ความสัมพันธ์ระหว่างระยะยุบที่จานสปริงเกิดความเสียหายและอัตราส่วน h/t
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	 รูปที่ 5 ยังแสดงรูปแบบความเสียหายท่ีเกิดข้ึนกับ

จานสปริงท่ี h/t ต่างๆ เมื่อระยะยุบไร้มิติมีค่ามากข้ึน  

เส้นทึบแสดงถึงระยะยุบของจานสปริงขณะท่ีผิวด้านบน 

ที่ตำ�แหน่งเส้นรอบวงในมีความเค้นเท่ากับความต้าน

แรงคราก เส้นประเป็นระยะยุบที่เกิดความเสียหายจาก

ความเค้นครากท่ีตำ�แหน่งเส้นรอบวงในของผิวด้านล่าง  

และเส้นประ-จุดเป็นระยะยุบของจุดวิกฤติบน ซ่ึงข้อมูล

ของกราฟในรูปนี้บ่งช้ีว่าจานสปริงท่ีมีอัตราส่วน h/t 

ระหว่าง 0 ถึง 0.95 จะเสียหายจากความเค้นที่ผิวด้านบน 

ก่อนเสมอ เนื่องจากตำ�แหน่งระยะยุบของกราฟเส้นทึบ 

สดีำ� (จากจดุ A ถึงจดุ L) อยู่ต่ำ�กว่ากราฟเสน้ประสนี้ำ�เงิน 

(จากจุด E ถึงจุด L) หลังจากนั้นเมื่ออัตราส่วน h/t มีค่า

สูงกว่า 0.95 จานสปริงจะเกิดความเสียหายที่ผิวด้านล่าง

จากการครากแทน ซ่ึงเป็นไปตามกราฟเส้นประสีน้ำ�เงิน

ท่ีอยู่ต่ำ�กว่าเส้นทึบสีดำ�  อย่างไรก็ดีถ้าในขณะใช้งาน 

จานสปริงต้องการการหลีกเลี่ยงพฤติกรรมการสแนปทรู 

ก็สามารถกำ�หนดให้ระยะยุบที่ทำ�ให้เกิดจุดวิกฤติบนตรง

ตำ�แหน่งเส้นประ-จุดสีแดงเป็นความเสียหายของสปริงได้  

โดยอัตราส่วน h/t ที่จะเกิดการสแนปทรูจะสูงกว่า 1.45  

เป็นต้นไป (จากจุด M ถึงจุด N) ซ่ึงสอดคล้องกับ

พฤติกรรมการสแนปทรูที่ได้อธิบายไว้ตอนต้น

	 ระยะกดจานสปริงที่เหนี่ยวนำ�ให้เกิดความเสียหาย 

รปูแบบต่างๆ ในรูปท่ี 5 สามารถนำ�มาคำ�นวณแรงกดสงูสดุ

ในพจน์ของแรงไร้มิติและสร้างแผนภาพการออกแบบได้ 

ในรูปที่ 6 เมื่อพิจารณาภาพรวมของความเสียหายที่เกิด

จากความเค้นทั้งผิวบนและผิวล่างรวมถึงการป้องกันไม่ให้ 

จานสปริงมีพฤติกรรมการสแนปทรูจะเห็นได้ว่าแรงกด

สูงสุดที่สัมพันธ์กับอัตราส่วน h/t จะเป็นไปตามกราฟเส้น

ประสีเขียว (A-L-M-N) ซึ่งเป็นเส้นแรงกดที่มีค่าน้อยที่สุด

จากเกณฑ์ความเสียหายทั้งหมด

รูปที่ 6 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงสูงสุดของเกณฑ์ความเสียหายต่างๆ และอัตราส่วน h/t
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รูปที่ 7 ความสัมพันธ์ระหว่างค่านิจสปริงและอัตราส่วน h/t

h / t
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

k d
es

ig
n

10-4

10-3

10-2

10-1

100

	 การสรา้งแผนภาพการออกแบบทีใ่ช้ค่านจิสปรงิเป็นตวั

กำ�หนดสามารถดำ�เนนิการได้โดยใช้สมการที ่(10)-(11) ใน

การหาความสมัพนัธร์ะหว่างคา่ความแข็งตงึของจานสปรงิ 

ที่อัตราส่วน h/t ต่างๆ รูปที่ 7 แสดงถึงแผนภาพการ

ออกแบบที่ผู้ออกแบบกำ�หนดความแข็งตึงของสปริงเมื่อ

อัตราส่วน Di /Do เท่ากับ 0.5 และอัตราส่วน h/Do เท่ากับ 

0.02 

	 วิธีการใช้แผนภาพสำ�หรับการออกแบบทั้งสองชนิด

สามารถเลือกใช้อันใดอันหนึ่งหรือใช้ควบคู่กันได้ทั้งสอง

แผนภาพก็ได้ เริ่มต้นผู้ออกแบบต้องเลือกอัตราส่วน h/Do 

และ Di /Do เช่นกำ�หนดให้มีค่าเท่ากับ 0.02 และ 0.50 

หากผู้ออกแบบต้องการกำ�หนดค่านิจสปริงสำ�หรับการ 

ใช้งาน เช่นถ้ากำ�หนดค่านิจสปริงไร้มิติให้เท่ากับ 0.002 

ก็จะสามารถคำ�นวณอัตราส่วน h/t ได้เท่ากับ 1.5 ตาม

กราฟในรูปที่ 7 แต่ถ้าพิจารณารูปที่ 6 ร่วมด้วยจะเห็นว่า 

จานสปริงที่มีอัตราส่วน h/t เท่ากับ 1.5 จะมีแรงกด 

ไร้มิติต่ำ�สุดเท่ากับ 5.5x10-4 ซึ่งเป็นแรงที่จานสปริงเริ่มมี

การสแนปทรู (ลากในแนวดิ่งไปตัดกราฟเส้นประ-จุดที่อยู่

ต่ำ�ท่ีสุด) อย่างไรก็ตาม หากผู้ออกแบบยอมให้จานสปริง 

มีพฤติกรรมการสแนปทรู จานสปริงนี้จะสามารถรับแรง

ไร้มิติได้สูงข้ึนและมีค่าเท่ากับ 1.8x10-3 และจะมีความ

เสียหายจากความเค้นครากที่ผิวด้านล่างแทน (ลากไปตัด

กราฟเส้นประสีน้ำ�เงิน) 

4.	สรุปผลการวิจัย
	 งานวิจัยฉบับนี้ศึกษาถึงพฤติกรรมการเปลี่ยนรูปของ

จานสปริงเมื่อได้รับแรงกดด้วยวิธีพลังงาน รวมถึงการ

คำ�นวณหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงกดต่อระยะยุบและ

ความเค้นต่อระยะยุบของจานสปรงิ ผลการคำ�นวณเหลา่นี ้

ไดน้ำ�ไปสร้างเปน็แผนภาพการออกแบบจานสปริงซ่ึงสามารถ

ประยุกต์ใช้ในการออกแบบจานสปริงได้หลากหลายขนาด 

เพราะตวัแปรทีใ่ช้ศกึษาเป็นตวัแปรไร้มติิ อกีท้ังยังสามารถ

ใช้แผนภาพนี้ช่วยประเมินรูปแบบความเสียหายของ 

จานสปริงแต่ละขนาดได้ ทำ�ให้ลดการสิ้นเปลืองในการ

ทดสอบและลดระยะเวลาในการเลือกจานสปริงมาใช้งาน

อย่างเหมาะสม
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