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การสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร
ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายใน

  บทความนี้รายงานพฤติกรรมการสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกน

รูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตร การค�านวณหารูปทรงเรขาคณิตของ

โครงสร้างเปลอืกบางรูปทรงกลมอาศัยหลักการของรูปแบบสมการพืน้ฐานในเรขาคณติเชงิอนพุนัธ์ การศกึษาครัง้นีใ้ช้ทฤษฎี

เมมเบรนในการสร้างพลังงานความเครียดของโครงสร้างเปลอืกบางเชงิยืดหยุ่น ส�าหรับฟังก์ชนัพลังงานของโครงสร้างเปลือก

บางและค่าแรงดันภายในสามารถค�านวณได้จากหลักการของงานเสมือนในเทอมของค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบาง

และเขียนอยู่ในรูปแบบที่เหมาะสม ในการแก้ปัญหาสมการของการเคล่ือนท่ีแบบไม่เป็นเชิงเส้นที่ขึ้นกับเวลาท�าได้โดยการ

ลดรปูให้เป็นปัญหาค่าเจาะจงแบบไม่เป็นเชงิเส้นโดยการนยิามฟังก์ชนัทีมี่ค่าขึน้อยูกั่บเวลาท่ีจดุวกกลับของการเคล่ือนทีห่รือ

ต�าแหน่งที่มีค่าแอมพลิจูดสูงสุด ผลลัพธ์เชิงตัวเลขของค่าความถี่ธรรมชาติและโหมดการสั่นค�านวณโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์แบบไม่เป็นเชิงเส้นร่วมกับเทคนิคการปรับกระบวนการท�าซ�้าโดยตรง ค่าความถูกต้องของผลการค�านวณพิจารณา

โดยการเปรียบเทยีบกับงานวิจยัท่ีผ่านมาในอดีต จากนัน้จงึน�าเสนอผลของอตัราส่วนแอมพลจิดูทีมี่ต่อค่าความถีพ่ืน้ฐานแบบ

ไม่เป็นเชิงเส้น นอกจากนี้ ยังได้ตรวจสอบผลของความหนา แรงดันภายใน ค่าโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว และเงื่อนไข

ของฐานรองรับที่มีต่อพฤติกรรมการสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรง

กลมรับแรงดันภายในภายใต้เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรกับการแปรเปลี่ยนค่ามุมที่รองรับส่วนโค้ง
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 This paper reports the nonlinear free vibration behavior of internally pressurized axisymmetric 
spherical shell under volume constraint condition. The surface fundamental form in differential geometry is 
used to define the geometry of the spherical shell. The strain energy of the elastic thin shell is expressed based 
on the membrane theory. The energy functional of the shell and its internal pressure are derived from the 
principle of virtual work in terms of the shell displacement, and are written in the appropriate forms. In order 
to solve the time-dependent non-linear equation of motion, the equation is reduced to be a time-independent 
non-linear eigenvalue problem by defining the time-dependent function at the reversal point of motion or the 
point of maximum amplitude. The numerical solutions of natural frequencies and their mode shapes are also 
obtained by nonlinear finite element method coupled with the modified direct iteration technique. Acceptable 
agreement is observed in comparison with the published results. Moreover, the effect of amplitude ratio of 
the nonlinear fundamental frequency ratio is presented. Finally, the influences of thickness, internal pressure, 
bulk modulus and support condition on the nonlinear free vibration of internally pressurized spherical shell 
under a volume constraint condition with various opening angles are also investigated.
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1. บทน�า
 โครงสร้างส�าหรับบรรจขุองเหลวท้ังชนดิบีบอดัตวัได้และ

บีบอัดตัวไม่ได้ (compressible and incompressible fluids) 

ทีน่ยิมใช้ในปัจจบัุนได้แก่ โครงสร้างเปลอืกบางหรือผนงับาง 

(shell or thin-walled structures) ซึ่งโครงสร้างดังกล่าวมี

ความหนาน้อยมากเม่ือเทียบกบัความยาวของโครงสร้าง และ

มีรปูร่างหลากหลายขึน้อยู่กับวตัถปุระสงค์ในการใช้งาน อาทิ

เช่น รูปทรงกลม รูปทรงรี รูปทรงแคปซูล และรปูทรงห่วงยาง 

เป็นต้น [1-5] อย่างไรก็ตามส�าหรับโครงสร้างขนาดใหญ่บรรจุ

ของเหลวทีมี่แรงดันภายในสงูนยิมใช้โครงสร้างเปลือกบางที่

มีรูปทรงกลม เนื่องจากโครงสร้างดังกล่าวเป็นโครงสร้างที่มี

ความสมมาตรตามแนวแกน (axisymmetric shell structures) 

และเม่ือรับแรงดันภายในจะส่งผลให้มีค่าความเค้นและระยะ

การเสยีรูปมีขนาดเท่ากนัท้ังในแนวเส้นพกัิดเมอร์ริเดียนและ

ลองจิจูด (meridian and longitude coordinate lines) [6] 

แตกต่างจากโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงอื่นๆ โดยเฉพาะ

อย่างย่ิงโครงสร้างเปลอืกบางรปูทรงกลมสามารถน�ามาใช้ใน

การตดิต้ังได้ท้ังบนพืน้ดินและในทะเลลึกส�าหรับงานทางด้าน

วิศวกรรมโครงสร้างและวิศวกรรมนอกชายฝั่งทะเล เป็นต้น 

เช่นโครงสร้างทรงโค้ง (dome structure) ซึ่งโครงสร้างดัง

กล่าวมีลกัษณะเป็นรูปครึง่ทรงกลมทีมี่ฐานรองรบัอยู่ในแนว

ต�าแหน่งระนาบอิเควเตอร์ (equatorial plane) [7-10] ดังนั้น

เม่ือโครงสร้างรับแรงกระท�าจากภายนอก เช่นแรงลม แรง

แผ่นดินไหว หรือแรงกระท�าจากคลื่นทะเล ซึ่งลักษณะของ

แรงกระท�าดังกล่าวเป็นแบบพลศาสตร์ท่ีมีการเปล่ียนแปลง

ตามเวลา ส่งผลท�าให้การออกแบบโครงสร้างจงึมีความจ�าเป็น

ทีจ่ะต้องพจิารณาค่าความถีธ่รรมชาตขิองโครงสร้างโดยต้อง

พจิารณาทัง้ค่าความถีธ่รรมชาตแิบบเชงิเส้นและแบบไม่เป็น

เชิงเส้นเนื่องจากผลของการเสียรูปขนาดใหญ่ เพื่อเป็นการ

ป้องกันความเสียหายที่เกิดขึ้นอันเนื่องจากปัญหาการส่ัน

พ้อง (resonance) ท�าให้โครงสร้างเกิดความเสียหายจนไม่

สามารถใช้งานต่อไปได้

 จากการศึกษางานวิจัยในอดีตที่เก่ียวข้องการวิเคราะห์ 

การสัน่ของโครงสร้างเปลอืกบางแบบสมมาตรตามแนวแกน

รูปทรงกลมจะพบว่า Ross [11] และ Kunieda [12] ได้ท�าการ

ศึกษาค่าความถี่ธรรมชาติแบบสมมาตรตามแนวแกนของ

โครงสร้างเปลือกบางโดยใช้การวิเคราะห์แบบวิธีประมาณ 

พบว่ามีค�าตอบใกล้เคียงกันกับงานวิจัยของ Kalnins [13] 

ซึ่งใช้ฟังก์ชันลาเจนเดอร์ (Lagendre function) ในการ

วิเคราะห์ปัญหา จากนั้น Ross และ Matthews [14] ได้ใช้

วิธีการเดียวกันในการวิเคราะห์ปัญหาการสั่นแบบสมมาตร

ตามแนวแกนส�าหรับโครงสร้างรูปวงรี นอกจากนี้ยังมีงาน

วิจัยของ Chung และ Lee [15] ได้ท�าการศึกษาพฤติกรรม

การสัน่ของโครงสร้างเปลอืกบางโดยใช้ชิน้ส่วนแบบวงแหวน 

(ring element) ในการจ�าลองโครงสร้าง ซึ่งงานวิจัยดังกล่าว

ข้างต้นจะท�าการศึกษาเฉพาะผลลัพธ์เชิงตัวเลข ดังนั้น  

Duffey และคณะ [16] จึงได้ท�าการทดสอบการส่ันของ

โครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมโดยพิจารณาผลของความ

ไม่สมบรูณ์ของโครงสร้าง พบว่าผลทีไ่ด้จากการทดสอบมีค่า

ใกล้เคียงกับผลท่ีได้จากการวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมไฟไนต์ 

เอลิเมนต์ ABAQUS ส�าหรับการพิจารณาพฤติกรรมการสั่น

ของโครงสร้างเปลือกบางท่ีมีผลของแรงเฉอืนเข้ามาเกีย่วข้อง

ได้ถกูน�าเสนอโดย Shin [17] โดยได้ท�าการศกึษาการส่ันอสิระ

ทีมี่ค่าแอมพลจิดูขนาดใหญ่ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรง

กลมทีมี่ฐานรองรับอย่างง่ายโดยใช้ทฤษฎีการเสยีรูปของแรง

เฉือนอันดับหนึ่ง (first order shear deformation theory) 

ในการค�านวณ จากนั้น Panda และ Singh [18] ได้ท�าการ

ศึกษาการสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือก

บางรูปทรงกลมโดยใช้ทฤษฎีการเสียรูปของแรงเฉือนที่มี

ระดับขั้นสูง (higher order shear deformation theory) ใน

การค�านวณ พบว่าผลของการพิจารณาการเสียรปูเนื่องจาก

แรงเฉือนโดยใช้ทฤษฎีการเสียรูปอันดับที่แตกต่างกันจะ

ส่งผลกระทบโดยตรงต่อค่าความถี่ธรรมชาติ นั่นคือเม่ือใช้

ทฤษฎีการเสยีรปูเนือ่งจากแรงเฉอืนอนัดับสงูจะให้ค่าความถี่

ธรรมชาตสิงูกว่าการใช้ทฤษฎกีารเสยีรูปเนือ่งจากแรงเฉอืน

อันดับหนึ่งในการวิเคราะห์ปัญหา นอกจากวิธีการวิเคราะห์

โดยวิธีประมาณและวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แล้ว ในปัจจุบันการ

วิเคราะห์ปัญหาการสั่นของโครงสร้างเปลือกบางยังมีวิธี 

Generalized Differential Quadrature (G.Q.D.) ซึ่งได้ถูก

พัฒนาโดย Artioli และ Viola [19] และวิธี Pseudospectral 

ซึ่งได้ถูกพัฒนาโดย Lee [20] 

 วัตถุประสงค์ของงานวิจัยนี้ท�าการศึกษาปัญหาการ

สั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบ

สมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้

เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปริมาตรโดยอาศัย

ทฤษฎีเมมเบรน (membrane theory) ในการสร้างพลังงาน
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ความเครยีดของโครงสร้างเปลือกบางเชงิยดืหยุน่ โครงสร้าง

เปลอืกบางดงักล่าวแบ่งออกเป็น 3 สถานะคอืสถานะเริม่ต้น

ปราศจากค่าความเครยีด สถานะอ้างองิ และสถานะหลังการ

เสียรูป ตามล�าดับ โดยพิจารณาค่าการเสียรูปและการหมุน

ขนาดใหญ่เข้าไปในระบบสมการด้วย การค�านวณหารปูทรง

เรขาคณิตของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงดัน

ภายในอาศยัหลกัการของรูปแบบสมการพืน้ฐานในเรขาคณติ

เชงิอนพุนัธ์ [21] หลักการพจิารณาดังกล่าวน้ีได้ถูกน�ามาใช้ใน

การศึกษาพฤตกิรรมการเสยีรูปทางสถติศาสตร์ของโครงสร้าง

เปลือกบางส�าหรบับรรจขุองเหลวแรงดันสูงตดิตัง้ในทะเลลกึ

จากงานวิจัยของ Jiammeepreecha และคณะ [22-24] และ

เนื่องจากเป็นการพิจารณาเฉพาะการสั่นแบบสมมาตรตาม

แนวแกน ดังนั้นเส้นโค้งเมอร์ริเดียนได้น�ามาใช้เป็นเส้นโค้ง

ของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรงกลมเพื่อท�าการศึกษา ซึ่ง

ลักษณะปัญหาดังกล่าวสามารถเขียนเป็นฟังก์ชันพลังงาน

ของโครงสร้างเปลือกบางและค่าแรงดันภายในได้จากหลัก

การของงานเสมือน (principle of virtual work) [25] ในเทอม

ของค่าการเสียรูปของโครงสร้างเปลือกบางและเขียนอยู่ใน

รูปแบบที่เหมาะสม (appropriate form) [26-27] การศึกษา

นีไ้ด้ตัง้สมมตฐิานว่าความหนาแน่นของมวลของของเหลวท่ี

บรรจุอยู่ภายใน (mass density of internal fluid) มีค่าน้อย

มากๆ หรือของเหลวทีบ่รรจอุยูภ่ายในมีสภาวะเป็นก๊าซ มีผล

ท�าให้งานเสมือนเนื่องมาจากแรงเฉื่อยของของเหลวที่บรรจุ

อยู่ภายในมีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับงานเสมือนเน่ืองจาก

แรงเฉื่อยของโครงสร้างเปลือกบาง ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึง

ไม่พิจารณางานเสมือนเนื่องมาจากแรงเฉื่อยของของเหลว

ที่บรรจุอยู่ภายใน จุดสนใจของค่าแอมพลิจูดสูงสุดได้น�ามา

ใช้ในการพิจารณาปัญหาค่าเจาะจงแบบไม่เป็นเชิงเส้น [28] 

ผลลัพธเ์ชิงตัวเลขของค่าความถีธ่รรมชาตแิละโหมดการสัน่

สามารถค�านวณได้โดยใช้ระเบียบวธิไีฟไนต์เอลิเมนต์แบบไม่

เป็นเชิงเส้น [29] ร่วมกับเทคนิคการปรับกระบวนการท�าซ�้า

โดยตรง (modified direct iteration technique)

2. สมการส�าหรับแบบจ�าลองโครงสร้างเปลือก
บางรูปทรงกลม
 ส�าหรับแบบจ�าลองท่ีใช้ศึกษาพฤติกรรมการสั่นอิสระ

แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร

ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้เงื่อนไข

ของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปริมาตร สามารถแบ่งออกได้ 

เป็น 3 สถานะคือสถานะเริ่มต้นปราศจากค่าความเครียด 

(initial unstrained state, IUS) เป็นสถานะของโครงสร้าง

เปลอืกบางท่ียงัไม่มีการบรรจขุองเหลว จากนัน้เม่ือโครงสร้าง

เปลือกบางดังกล่าวถูกบรรจุด้วยของเหลวท่ีมีค่าแรงดัน

ภายในคงที่ จะเรียกว่าสถานะอ้างอิง (reference state, 

RS) สามารถค�านวณหารปูทรงทางเรขาคณติของโครงสร้าง

เปลือกบางได้โดยใช้วิธีการวิเคราะห์โครงสร้างเปลือกบาง

แบบด้ังเดิม [30] และสถานะสุดท้ายคือสถานะการเสียรูป 

(deformed state, DS) ของโครงสร้างเปลือกบางส�าหรบับรรจุ

ของเหลวภายใต้แรงกระท�าจากภายนอก ดังแสดงในรูปที่ 1  

ก�าหนดให้ค่าพิกัดของพื้นผิวโครงสร้างเปลือกบางรูปทรง

กลม (spherical shell surface) สามารถนยิามได้จากสมการ

(1)

(2)

(3)

 

รูปที่ 1  เวคเตอร์ระบุต�าแหน่งของโครงสร้างเปลือกบาง

รูปทรงกลม
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 โดยที ่θ    และ φ   คือค่าพารามิเตอร์ของพืน้ผวิ (surface 

parameters) ท่ีวดัตามแนวเส้นพกัิดเมอร์ริเดียนและลองจจิดู 

ตามล�าดับ ก�าหนดให้    เป็นเวคเตอร์ระบุ

ต�าแหน่งบนพื้นผิวอ้างอิงที่จุด P  นิยามได้จากสมการ

 (4)

และ ,( , )R R tθ φ=   เป็นเวคเตอร์ระบุต�าแหน่งบนพืน้ผวิ

การเสียรูปที่อ้างอิงจากต�าแหน่งของเวคเตอร์ระบุต�าแหน่ง   

( , )θ φ=r r  สามารถนิยามได้จากสมการ

 (5)

เมื่อ ,( , )q q tθ φ=   คือเวคเตอร์ของการเคลื่อนที่ขึ้นกับ

เวลาใดๆ ซึ่งมีค่าดังสมการต่อไปนี้

 
(6)

เม่ือ u และ w คือค่าการเสียรูปตามแนวเส้นเมอร์ริเดียน

และแนวตั้งฉากกับเส้นเมอร์ริเดียน ตามล�าดับ ในที่นี้ตัว

ห้อย θ  และ φ  แสดงถึงอนุพันธ์ย่อยตามแนวระบบพิกัด

ของโครงสร้างเปลือกบาง เนือ่งจากเป็นปัญหาเฉพาะการสัน่

แบบสมมาตรตามแนวแกนของโครงสร้างเปลือกบาง ดังนั้น

ค่าการเสียรูปตามแนวเส้นลองจิจูดมีค่าเป็นศูนย์ส�าหรับค่า

ความเร็วและค่าความเร่งของโครงสร้างเปลือกบางรูปทรง

กลมสามารถค�านวณได้โดยการอนุพันธ์สมการที่ (5) เทียบ

กับเวลา ( t ) ดังนี้

 
(7)

 
(8)

โดยที่ตัวยก ( ⋅ ) จะแสดงถึงการอนุพันธ์ย่อยเทียบกับ 

เวลา t

 จากรูปแบบพื้นฐานอันดับหนึ่ง (first fundamental 

form) ของหลักการของเรขาคณิตเชิงอนุพันธ์ (differential 

geometry) [21] สามารถค�านวณส่วนประกอบของเมตริกซ์

เทนเซอร์ (metric tensor components) ได้จากสมการ

 (9)

 (10)

 (11)

จากรูปที่ 1 ถ้าก�าหนดให้ n̂  เป็นเวคเตอร์หนึ่งหน่วยในแนว

ตัง้ฉากกับแนวเส้นเมอร์รเิดียนทีส่ถานะอ้างองิ สามารถนยิาม

ได้จากสมการ

 (12)

ในที่นี้                (13)

ดังนัน้รูปแบบพืน้ฐานอนัดับสอง (second fundamental form) 

ของพืน้ผวิท่ีสถานะอ้างองิสามารถนยิามได้ดังสมการต่อไปนี้

 (14)

 (15)

 (16)

3. ความเครียดกับระยะการเสียรูป
 ค่าความเครียดแบบโททอลลากรองจ์ (total Lagrange 

strains) สามารถค�านวณได้จากการพิจารณาความยาวของ

ชิ้นส่วนใดๆ บนพื้นผิวโครงสร้างเปลอืกบางทีส่ถานะเริม่ต้น

ปราศจากค่าความเครียด ( 0ds ) สถานะอ้างอิง ( ds ) และ

สถานะการเสียรูป ( *ds ) ดังสมการ

 
(17)
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ในที่นี้                                                           (18)

 (19)

สมการที่ (18) และ (19) สามารถเขียนได้ในเทอมของส่วน

ประกอบของเมตริกซ์เทนเซอร์ ดังนี้

 
(20)

 
(21)

 
(22)

 
(23)

ก�าหนดให้ A E=  และ B G=  ดังนั้นจากสมการ

ที่ (22) และ (23) สามารถเขียนค่าความเครียดที่เพิ่มขึ้น 

ในเทอมของการเสียรูปได้ดังนี้

 (24)

  
(25)

ก�าหนดให้ { }Tg u w u wθ θ=    ดังนั้นค่า

ความเครียดในสมการท่ี (24) และ (25) สามารถแบ่งออก

ได้เป็นสองส่วนคือส่วนที่เป็นแบบเชิงเส้นและไม่เป็นเชิง

เส้น โดยสามารถเขียนได้ในรูปแบบดัชนี (index form) ดังนี้

 (26)

เมื่อ  และ   คือค่าเวคเตอร์และเมตริกซ์สมมาตร ตาม

ล�าดับ จากสมการท่ี (17) ถึง (19) สามารถเขยีนความสมัพนัธ์

ของค่าความเครียดแบบโททอลลากรองจ์ได้ดังสมการ

(27)

เม่ือ  คือเมตริกซ์ในแนวทแยงระหว่างชิ้นส่วนกับวัสดุ  

(diagonal material-element matrix) สามารถเขียนได ้

ดังสมการ

 
(28)

4.  พลงังานความเครยีดของโครงสร้างเปลอืกบาง
 พลังงานความเครียดส�าหรับโครงสร้างเปลือกบาง 

ที่มีคุณสมบัติยืดหยุ่นแบบเชิงเส้น (elastic thin shell)  

สามารถแสดงได้ดังสมการ

 

(29)

ในทีน่ี ้                                                                                                                                       (30)

เมื่อ [ ]C′  คือเมตริกซ์คุณสมบัติของโครงสร้างเปลือกบาง 

     h     คือความหนาของโครงสร้างเปลือกบาง

     E′    คือโมดูลัสยืดหยุ่น

  µ     คืออัตราส่วนปัวส์ซอง

จากสมการที ่(29) สามารถเขยีนค่าการแปรผนัของพลังงาน

ความเครยีดของโครงสร้างเปลือกบาง Uδ  ให้อยู่ในรูปแบบ

ที่เหมาะสม [26] ได้จากสมการ

 

(31)
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ในที่นี้                                                                                                                                        (32)

                                                                                                                        
(33)

 
 (34)

 

 
(35)

 

 
(36)

5.  พลังงานความเครียดของของเหลวที่มีค่าแรง ดันภายในคงที่
 การเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลวท่ีมีค่าแรงดันภายในคงท่ีจากสถานะอ้างอิงไปยังสถานะการเสียรูปสามารถ 

แสดงได้ดังสมการ

  (37)

แทนค่าสมการที่ (4) และ (5) ลงในสมการที่ (37) ได้ว่า

(38)

ในที่นี้  

 
(39)

 
(40)
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ในที่นี้ 

เมื่อ   0p  คือค่าแรงดันภายในคงที่ที่สถานะอ้างอิง

 λ   คือค่าการปรับเปลี่ยนแรงดันภายในจากสถานะ

อ้างอิงไปยังสถานะการเสียรูป

ดังนั้นจากความสัมพันธ์ของค่า 0p  และ λ  จะได้เงื่อนไข

ของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตร ดังสมการต่อไปนี้

 
(47)

เมื่อ V  คือปริมาตรของของเหลวที่สถานะอ้างอิง

6. งานเสมือนเนื่องจากแรงเฉื่อยของโครงสร้าง
เปลือกบาง
 งานเสมือนเนื่องจากแรงเฉื่อยของโครงสร้างเปลือก

บางสามารถค�านวณได้จากสมการ

 
(48)

เมื่อ  sρ     คือความหนาแน่นของวัสดุโครงสร้างเปลือกบาง

 u   คือเวคเตอร์ความเร่งของโครงสร้างเปลือกบาง 

    ตามแนวเส้นเมอร์ริเดียน

 w   คือเวคเตอร์ความเร่งของโครงสร้างเปลือกบาง 

    ตามแนวตั้งฉากกับเส้นเมอร์ริเดียน

 
(41)

 
(42)

 
(45)

 
(46)

จากสมการท่ี (38) สามารถเขียนค่าการแปรผันของการ 

เปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลว ( )Vδ ∆  ให้อยู่ใน 

รูปแบบที่เหมาะสม [27] ได้จากสมการ

 

เม่ือ { }cv , [ ]kv  และ [ ]nv  คือการเสียรูปในเทอมของ

เวคเตอร์การเคล่ือนท่ี (displacement gradient vector) อนัดับ  

1, 2 และ 3 ตามล�าดับ ซึง่สามารถนยิามได้จากสมการท่ี (39) 

ถงึ (41) ส�าหรบัค่าพลงังานความเครยีดของของเหลวทีม่ค่ีา 

แรงดันภายในคงที่สามารถแสดงได้ดังสมการ

 
(43)

เมื่อ  0k     คือโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว

 OWV   คือปริมาตรของของเหลวที่สถานะเริ่มต้น 

    ปราศจากค่าความเครียด

  OWV∆  คือการเปลี่ยนแปลงปริมาตรของของเหลว 

    ภายในที่บรรจุจากสถานะเริ่มต้นไปยัง 

    สถานะอ้างอิง

จากสมการท่ี (43) จะสามารถเขียนค่าการแปรผันของ

พลังงานความเครียดของเหลวที่มีค่าแรงดันภายในคงท่ี 

δ Γ  ได้จากสมการ

 (44)
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(50)

 
(51)

7. ผลรวมของงานเสมือน
 จากหลกัการของงานเสมือน [25] จะได้ว่าผลรวมของ

งานเสมือนของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนว

แกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในจะสมดุลเม่ือ 0δπ =   ซึง่

สามารถแสดงได้ดังสมการ

 (49)

แทนค่าจากสมการที่ (31), (44), และ (48) ลงในสมการที่ (49) ได้ว่า

จากสมการที่ (50) ได้ว่าโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในจะสมดุลที่สถานะ 

อ้างอิง ดังนั้น λ  และ { }g  จะมีค่าเป็นศูนย์ กล่าวคือ

โดยที่เงื่อนไขดังกล่าวข้างต้นต้องเป็นจริงและใช้ในการหาค่าความเครียดเริ่มต้น ( 0ε )

8. ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
 จากผลรวมของงานเสมือนของระบบโครงสร้างเปลือก

บางดังแสดงในสมการที่ (50) พบว่าไม่สามารถค�านวณหา

ผลเฉลยแบบแม่นตรงได้เน่ืองจากสมการดังกล่าวประกอบ

ไปด้วยเทอมไร้มิติค่อนข้างสูง ดังนั้นจึงจ�าเป็นจะต้องอาศัย

ระเบียบวธิเีชิงตวัเลขคอืวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์ (finite element 

method) [29] ในการหาผลลัพธ์เชิงตัวเลข โดยการแบ่ง 

ชิ้นส่วนของโครงสร้างเปลือกบางตามแนวพิกัด θ  ดังแสดง

ในรปูท่ี 2 ได้ค่าประมาณการเสียรูปในแนวเส้นเมอร์รเิดียน u   

และแนวเส้นต้ังฉากกับเส้นเมอร์รเิดียน w  ดังสมการต่อไปนี้

รูปที่ 2  ชิ้นส่วนทั่วไปและระยะพิกัด
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(53)

 
(55)

 
(52)

ในที่นี้  

เมื่อ { }g  คือเวคเตอร์การเคลื่อนที่ของจุดต่อ

     [ ]ψ  คือเมตริกซ์ฟังก์ชั่นรูปร่างโพลีโนเมียลอันดับที่สาม

     { }d  คือเวคเตอร์ของดีกรีอิสระที่จุดต่อ

ดังนั้นเมื่อแทนค่าในสมการที่ (52) ลงในสมการที่ (50) ได้ดังนี้

 
(54)

สมการที่ (53) จะสามารถเขียนในรูปของสมการการเคลื่อนที่ (equation of motion) ของโครงสร้างเปลือกบางได้ดังนี ้

ในที่นี้                                                                                                                                          (56)    

 (57)    

 (58)    

 
(59)    
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เนื่องจากดีกรีอิสระเฉพาะที่ (local degree of freedom)  เหมือนกับดีกรีอิสระรวม (global degree of freedom)   

ดังนั้นผลรวมของงานเสมือนส�าหรับระบบโครงสร้างเปลือกบางสามารถรวมได้โดยตรงโดยใช้สมการที่ (55) เขียนได้ดังนี้

 
(60)

จากสมการที่ (47) ได้สมการเงื่อนไขของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรดังนี้

 
(61)

ในที่นี้                           (62)

จากสมการที่ (60) และ (61) สามารถเขียนรวมได้ในรูปของเมตริกซ์สมมาตรดังนี้

 
(63)

ในที่นี้                                                                                                                                       (64)

 
(65)

เมื่อ     คือเมตริกซ์มวลของชิ้นส่วนย่อย

        
    

คือเมตริกซ์สติฟเนสแบบไม่เป็นเชิงเส้นของชิ้นส่วนย่อยเนื่องจากพลังงานความเครียดของโครงสร้าง 

     เปลือกบาง 

    คือเมตริกซ์สติฟเนสแบบไม่เป็นเชิงเส้นของชิ้นส่วนย่อยเนื่องจากพลังงานความเครียดของของเหลวที่มีค่า 

     แรงดันภายในคงที่

  คือเวคเตอร์แรงของชิ้นส่วนย่อย 

   คือเวคเตอร์การเคลื่อนที่

 
  
คือเวคเตอร์ความเร่ง
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 ส�าหรับการวิเคราะห์การสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้น 

ของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูป 

ทรงกลมรับแรงดันภายในท�าได้โดยการก�าหนดให้    

ในสมการที่ (63) มีค่าเป็นศูนย์ ดังนั้นการแก้ปัญหาสมการ 

ของการเคลื่อนท่ีแบบไม่เป็นเชิงเส้นที่ขึ้นกับเวลาท�าได้ 

โดยการลดรูปให้เป็นปัญหาค่าเจาะจงแบบไม่เป็นเชิงเส้น  

(nonlinear eigenvalue problem) โดยการนิยามคุณสมบัต ิ

ของฟังก์ชันท่ีมีค่าข้ึนอยู่กับเวลา (time-dependent  

function) ทีจ่ดุวกกลบั (reversal point) ของการเคล่ือนท่ี [28]  

ดังสมการ

 
(69)

ในที่นี้                                                              (70)

เมื่อ nω   คือค่าความถีธ่รรมชาต ิ(natural frequency) ของ 

     โครงสร้างเปลือกบาง

  pa    
คือค่าแอมพลิจูด (amplitude) ของต�าแหน่งที่ 

     สนใจ

  { }Λ  
คือคา่โหมดการส่ันท่ีท�าการปรับขนาด (normalized 

     mode shape) ด้วยสมาชิกที่ต�าแหน่งอ้างอิง

แทนคา่สมการที ่(69) ลงในสมการที ่(63) จะไดเ้มตรกิซข์อง

ปัญหาค่าเจาะจงแบบไม่เป็นเชิงเส้นดังนี้

 
(71)

ต�าแหน่งอ้างอิงที่ใช้ในพิจารณาการสั่นอิสระแบบไม่เป็นเชิง

เส้นของของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนว

แกนนั้นเป็นต�าแหน่งท่ีเปล่ียนไปตามสภาวะการเคลื่อนที่ 

โดยท่ีต�าแหน่งอ้างอิงเป็นต�าแหน่งสูงสุดของการเคลื่อนที่

ของโครงสร้างเปลือกบาง ณ สภาวะที่ท�าการศึกษาขณะนั้น

 เนื่องจากเป็นปัญหาที่มีความสมมาตรตามแนวแกน 

ดังนัน้เงือ่นไขขอบเขตท่ีต�าแหนง่บนสุดของโครงสร้างเปลือก

บางมีค่าดังนี้

 (72)

ส�าหรับเงื่อนไขท่ีบริเวณฐานรองรับจะพิจารณาเป็นแบบ 

ยึดหมุนอย่างสมบูรณ์  โดยก�าหนดให้้

 (73)

ส�าหรับเงื่อนไขที่บริเวณฐานรองรับจะพิจารณาเป็นแบบยึด

แน่นอย่างสมบูรณ์  โดยก�าหนดให้

 (74)

โดยที่ปัญหาค่าเจาะจงแบบไม่เป็นเชิงเส้นดังแสดงใน

สมการที่ (71) จะต้องก�าหนดเงื่อนไขขอบเขตเนื่องจาก

ความสมมาตรตามแนวแกนจากสมการที่ (72) พร้อมทั้ง

เงื่อนไขของฐานรองรับจากสมการที่ (73) หรือ (44) จึง

จะค�านวณหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขได้โดยใช้เทคนิคการปรับ

กระบวนการท�าซ�้าโดยตรง

9. ผลการวิเคราะห์เชิงตวัเลขและการอภปิรายผล
 แบบจ�าลองของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร

ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในได้ถูกพัฒนาขึ้น

โดยอาศัยหลักการของงานเสมือนและวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

แบบไม่เป็นเชิงเส้น ในการหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขส�าหรับค่า

ความถี่ธรรมชาติและโหมดการสั่นส�าหรับคุณสมบัติของ

โครงสร้างเปลือกบางและของเหลวทีบ่รรจ ุดังแสดงในตาราง

ที่ 1 จ�าเป็นต้องตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมโดย 

(67)

(68)

 

(66)
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เริม่จากการทดสอบผลการค�านวณเพือ่หาค่าจ�านวนชิน้ส่วน

ย่อยที่มีความเหมาะสมส�าหรับค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบ 

ไม่เป็นเชงิเส้น (nonlinear frequency parameters) ดงัสมการ

 
(75)

จากรูปท่ี 3 พบว่าจ�านวนของชิ้นส่วนย่อยของโครงสร้าง

เปลือกบางมีผลตอ่ค่าพารามิเตอร์ความถีแ่บบไม่เป็นเชงิเสน้ 

ซึ่งการใช้ชิ้นส่วนย่อยจ�านวน 60 ชิ้นส่วนให้ค่าพารามิเตอร์

ความถีท่ีถ่กูตอ้งไม่มีการเปลีย่นแปลงแม้จะใชจ้�านวนชิน้สว่น

ที่มีความละเอียดสูงกว่านี้ก็ตาม ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงเลือก

ใช้จ�านวนชิ้นส่วนเท่ากับ 60 ชิ้นส่วนเท่านั้นในการศึกษา

ค่าพารามิเตอร์ต่างๆ ดังแสดงในตารางที่ 1 ของโครงสร้าง

เปลือกบางรูปทรงกลมรับแรงดันภายในท่ีส่งผลต่อความถี่

ธรรมชาติและโหมดการสั่นแบบไม่เป็นเชิงเส้น หลังจากนั้น

ท�าการตรวจสอบความถกูตอ้งของโปรแกรมโดยเปรียบเทยีบ

ค่าความถี่ธรรมชาติในโหมดที่ 1 ถึง 5 ดังแสดงในตารางที่ 

2 พบว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นของงาน

วจิยันีมี้ค่าใกล้เคียงกับผลท่ีได้จากโปรแกรมไฟไนตเ์อลิเมนต ์

ABAQUS [31] โดยใชช้ิน้สว่นแบบจ�าลอง MAX2 ซึง่เป็นการ

ประมาณค่าการเคล่ือนท่ีแบบฟงัก์ชนัโพลิโนเมียลอนัดับสอง 

(axisymmetric quadratic membrane) ร่วมกับชิ้นส่วนที่มี

ค่าแรงดันแบบสถิต FAX2 ซึ่งมีค่าประมาณการเคล่ือนท่ี

แบบเชิงเส้น (linear fluid element) นอกจากนี้ยังพบว่ามี

ค่าสูงกว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบเชิงเส้นของโครงสร้าง

เปลือกบางท่ีไม่บรรจุของเหลวเม่ือเปรียบเทียบกับงานวิจัย

ของ Kunieda [12] และ Artioli และ Viola [19] และผลที่

ได้จากโปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ ABAQUS เมื่อใช้ชิ้นส่วน

แบบจ�าลอง SAX2 ซึง่เป็นการประมาณค่าการเคลือ่นทีแ่บบ

ฟังก์ชันโพลิโนเมียลอันดับสอง (axisymmetric quadratic 

shell) อย่างไรก็ตามโหมดการสั่นของโครงสร้างเปลือกบาง

ตารางที่ 1  ข้อมูลและคุณสมบัติที่ใช้ในการวิเคราะห์

ส�าหรับบรรจุของเหลวจากงานวิจัยนี้เหมือนกับผลที่ได้จาก

โปรแกรมไฟไนตเ์อลเิมนต ์ABAQUS ใชช้ิน้สว่นแบบจ�าลอง 

MAX2 ร่วมกับ FAX2 และงานวิจัยของ Artioli และ Viola 

[19] ดังแสดงในรูปที่ 4

 จากข้อมูลที่แสดงในตารางที่ 1 จะท�าการศึกษาผล

ของอัตราส่วนแอมพลิจูดท่ีมีต่อค่าความถี่พื้นฐานแบบไม่

เป็นเชิงเส้น และผลของความหนา แรงดันภายใน ค่าโมดูลัส

เชงิปริมาตรของของเหลว และเงือ่นไขของฐานรองรับท่ีมีตอ่

การอิสระแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบ

สมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้

เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปริมาตรกับการแปร

เปลี่ยนค่ามุมที่รองรับส่วนโค้ง โดยมีรายละเอียดดังต่อไปนี้
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 9.1 ผลของอัตราส่วนแอมพลิจูดที่มีต่อค่า
อัตราส่วนความถี่พื้นฐานแบบไม่เป็นเชิงเส้น
 โดยทัว่ไปงานวจิยัทีเ่ก่ียวขอ้งกับการสัน่อสิระแบบไม่

เป็นเชงิเสน้จะน�าเสนอผลการศึกษาในเทอมของคา่อตัราส่วน

ความถีพ่ืน้ฐานแบบไม่เป็นเชงิเสน้ (nonlinear fundamental 

frequency ratios, /NL LΩ Ω ) ซึ่งเป็นอัตราส่วนระหว่างค่า

ความถีแ่บบไม่เป็นเชงิเสน้ตอ่ความถีแ่บบเป็นเชงิเสน้ ซึง่ใน

การวิเคราะห์โดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบไม่เป็น

เชิงเส้นร่วมกับเทคนคิการปรบักระบวนการท�าซ้�าโดยตรงจะ

ต้องกระท�าจนกระทั่งค่าความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น ( NLΩ ) 

รูปที่ 3   การลู่เข้าค�าตอบของค่าพารามิเตอร์ความถี่ของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลม 

รับแรงดันภายใน

ก)  ฐานรองรับแบบยึดหมุน ข) ฐานรองรับแบบยึดแน่น

ตารางที่ 2  ผลการเปรียบเทียบค่าพารามิเตอร์ความถี่ของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลม

จากค่าความถีใ่นโหมดที ่1 ถงึ 10 มีคา่อยูภ่ายใตเ้งือ่นไขการ

ลู่เข้า (convergence criteria) ดังสมการต่อไปนี้

 
(76)

 
(77)

ตารางที ่3 และ 4 แสดงผลของอตัราสว่นความถี ่ /NL LΩ Ω  

ส�าหรับค่าอัตราส่วนแอมพลิจูดต่างๆ ( /pa h = ±  2, 4, 

6, 8 และ 10) กับค่ามุมท่ีรองรับส่วนโค้ง ( β = 30, 45, 

60 และ 90 องศา) ของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร
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ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้เงื่อนไข

ของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตรส�าหรับฐานรองรับ

แบบยึดหมุนและแบบยึดแน่น ตามล�าดับ ส�าหรับค่า 

แอมพลิจดู ( pa ) ท่ีมีค่าเป็นบวกและลบแสดงใหเ้หน็โครงสรา้ง

เปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรง

ดันภายในเร่ิมการแกว่งด้านในและด้านนอก ตามล�าดับ 

จากตารางที่ 3 และ 4 สังเกตได้ว่าค่าอัตราส่วนแอมพลิจูด  

( a h ) ไม่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงค่าอัตราส่วนความถี่  

รูปที่ 4   การเปรียบเทียบโหมดการสั่นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายใน

/NL LΩ Ω  ภายใตเ้งือ่นไขการลู่เขา้ดังแสดงในสมการที ่(76) 

และ (77) นั่นคือค่าของ /NL LΩ Ω  มีค่าความแตกต่างของ

ผลลัพธ์ตั้งแต่ทศนิยมหลักท่ี 7 เป็นต้นไป ในขณะที่การ

หาผลลัพธ์เชิงตัวเลขแบบไม่เป็นเชิงเส้นโดยใช้เทคนิคการ

ปรับกระบวนการท�าซ้�าโดยตรงให้ความถูกต้องของค�าตอบ

ที่ต�าแหน่งทศนิยมหลักท่ี 6 ดังนั้นผลการศึกษาในคร้ังนี้

แสดงใหเ้หน็วา่ค่าพารามิเตอร์ความถีแ่บบไม่เป็นเชงิเสน้ของ

โครงสร้างเปลอืกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลม

ตารางที่ 3  ผลของอัตราส่วนแอมพลิจูดที่มีต่อค่าอัตราส่วนความถี่พื้นฐานแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางที่ 

       มีฐานรองรับแบบยึดหมุน
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ตารางที่ 4  ผลของอัตราส่วนแอมพลิจูดที่มีต่อค่าอัตราส่วนความถี่พื้นฐานแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบาง 

        ที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น

รับแรงดันภายในภายใตเ้งือ่นไขของการจ�ากัดการเปลีย่นแปลง

ปริมาตรจะไม่ข้ึนอยู่กับการเปลี่ยนแปลงค่าอัตราส่วนแอม

พลิจูด ซึ่งแตกต่างจากงานวิจัยของ Shin [17], Panda และ 

Singh [18] และ Sathyamoorthy [32] ที่เป็นการวิเคราะห์

โครงสร้างเปลือกบางโดยทัว่ไปโดยไม่มีการพจิารณาเงือ่นไข

ของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตร นอกจากนี้ยังพบ

ว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่พื้นฐานแบบไม่เป็นเชิงเส้นจะมี

ค่ามากกว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่พื้นฐานแบบเป็นเชิงเส้น

ส�าหรับทุกค่าอัตราส่วนแอมพลิจูด

 9.2 ผลของความหนาทีมี่ต่อค่าพารามิเตอร์
ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น
 การเปล่ียนแปลงความหนาของโครงสร้างเปลือกบาง

แบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรบัแรงดันภายในภาย

ใตเ้ง่ือนไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปรมิาตรกับการแปร

เปลี่ยนค่ามุมท่ีรองรับส่วนโค้งท่ีมีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่

สามารถท�าการศึกษาได้โดยการปรับเปล่ียนค่าอัตราส่วน

ความยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบางจาก 

25 ไปจนถึง 300 โดยที่ค่ารัศมีของโครงสร้างเปลือกบางมี

ค่าคงที่ไม่มีการเปลี่ยนแปลง ซึ่งจากผลการศึกษาพบว่าค่า

พารามิเตอร์ความถ่ีแบบไม่เป็นเชิงเส้นมีค่าลดลงเม่ือค่ามุม

ที่รองรับส่วนโค้งมีค่าเพิ่มสูงขึ้น และค่าพารามิเตอร์ความถี่

แบบไม่เป็นเชิงเส้นมีค่าเพิ่มสูงขึ้นเม่ือค่าอัตราส่วนความ

ยาวรัศมีต่อความหนาของโครงสร้างเปลือกบาง หรือกล่าว

ได้ว่าค่าความถี่ธรรมชาติแบบไม่เป็นเชิงเส้นมีค่าเพิ่มสูงขึ้น

เม่ือความหนาของโครงสร้างมีค่าลดลงดังแสดงในตารางท่ี 

5 และ 6 ส�าหรับโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบ

ยึดหมุนและยึดแน่น ตามล�าดับ

 9.3 ผลของแรงดันภายในทีมี่ต่อค่าพารามิเตอร์
ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น
 ส�าหรับการศึกษาค่าแรงดันภายในท่ีส่งผลกระทบ

ต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้าง

เปลอืกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดัน
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ภายในภายใตเ้งือ่นไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปริมาตร

กับการแปรเปลี่ยนค่ามุมที่รองรับส่วนโค้งสามารถท�าการ

ศึกษาได้โดยการปรับเปล่ียนค่าอัตราส่วนแรงดันภายในต่อ 

โมดูลัสยืดหยุ่นของโครงสร้างเปลือกบางจาก 3x10-5 ถึง  

7x10-5 โดยท่ีค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของโครงสร้างเปลือกบาง 

ไม่มีการเปล่ียนแปลง ซึ่งผลการศึกษาจะแสดงในตารางท่ี 

7 และ 8 ส�าหรับโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบ 

ยดึหมุนและยดึแน่น ตามล�าดับ พบวา่คา่พารามิเตอรค์วามถี่

แบบไม่เป็นเชิงเส้นมีค่าลดลงเม่ือคา่มุมทีร่องรับสว่นโคง้มีคา่

เพิ่มสูงขึ้นเหมือนกับกรณีผลของความหนาของโครงสร้าง

เปลือกบาง และค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น 

มีค่าเพิ่มสูงข้ึนเม่ือค่าอัตราส่วนแรงดันภายในต่อโมดูลัส

ยืดหยุ่นของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าเพิ่มสูงขึ้น

 9.4 ผลของโมดูลสัเชิงปรมิาตรของของเหลว
ทีมี่ต่อค่าพารามิเตอร์ความถีแ่บบไม่เป็นเชิงเส้น
 ส�าหรับการศกึษาในสว่นสดุทา้ยซึง่เป็นคา่พารามิเตอร์

ที่มีความส�าคัญเนื่องจากเป็นการศึกษาผลของโมดูลัสเชิง

ตารางที่ 5  ผลของการแปรเปลี่ยนความหนาที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น ( NLΩ ) ของโครงสร้าง 

        เปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดหมุน
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ปริมาตรของของเหลวที่ส่งผลกระทบต่อค่าพารามิเตอร์

ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบ

สมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในภายใต้

เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลงปริมาตรกับการแปร

เปล่ียนค่ามุมที่รองรับส่วนโค้ง ซึ่งการศึกษาในส่วนนี้ถือว่า

ยังมีน้อยมากเพราะของเหลวแต่ละชนิดจะมีค่าโมดูลัสเชิง

ปริมาตรที่แตกต่างกัน โดยท�าการปรับเปลี่ยนค่าอัตราส่วน

โมดูลัสเชิงปริมาตรต่อโมดูลัสยืดหยุ่นของโครงสร้างเปลือก

บางจาก 0.005 ถึง 0.025 โดยที่ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของ

โครงสร้างเปลือกบางไม่มีการเปลี่ยนแปลง ซึ่งผลการศึกษา

จะแสดงในตารางที ่9 และ 10 ส�าหรบัโครงสรา้งเปลือกบางที่

มีฐานรองรับแบบยึดหมุนและยึดแน่น ตามล�าดับ ซึ่งจากผล

การศกึษาแสดงใหเ้หน็วา่คา่พารามิเตอร์ความถีแ่บบไมเ่ป็น

เชิงเส้นมีค่าลดลงเม่ือค่ามุมท่ีรองรับส่วนโค้งมีค่าเพิ่มสูงขึ้น 

และค่าพารามิเตอร์ความถ่ีแบบไม่เป็นเชิงเส้นมีค่าเพิ่มสูง

ขึ้นเม่ือค่าอัตราส่วนโมดูลัสเชิงปริมาตรต่อโมดูลัสยืดหยุ่น

ตารางที่ 6  ผลของการแปรเปลี่ยนความหนาที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น ( NLΩ ) ของโครงสร้าง 

                เปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น



วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 40 ฉบับที่ 4 ตุลาคม - ธันวาคม 2560 527

ตารางที่ 7  ผลของการแปรเปลี่ยนแรงดันภายในที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น ( NLΩ ) ของโครงสร้าง 

       เปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดหมุน

ของโครงสร้างเปลือกบางมีค่าเพิ่มสูงขึ้น

 9.5 ผลของเงื่อนไขของฐานรองรับที่มีต่อ
ค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น 

  จากผลการศึกษาดังแสดงในตารางที่ 5 ถึง 10 แสดง

ให้เห็นว่าการเปลี่ยนแปลงเง่ือนไขของฐานรองรับจะส่งผล 

กระทบต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นของ

โครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลม

รับแรงดันภายในภายใต้เงือ่นไขของการจ�ากัดการเปล่ียนแปลง

ปริมาตรน้อยมาก นอกจากนีย้งัพบว่าค่าพารามิเตอร์ความถี่

แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับ

แบบยดึแน่นมีค่าสงูกว่าโครงสร้างเปลอืกบางทีมี่ฐานรองรับ

แบบยึดหมุนอยู่เพียงเล็กน้อย

10. สรุปผลการศึกษา
  การศกึษาพฤตกิรรมการสัน่อสิระแบบไม่เป็นเชงิเส้น
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โดยใช้แบบจ�าลองของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร

ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายในได้ถูกพัฒนาขึ้น

โดยอาศัยหลักการของงานเสมือนและวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

แบบไม่เป็นเชิงเส้น ในการหาผลลัพธ์เชิงตัวเลขส�าหรับค่า

ความถีธ่รรมชาตแิละโหมดการสัน่ของโครงสร้างเปลือกบาง

แบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรบัแรงดันภายในภาย

ใต้เงื่อนไขของการจ�ากัดการเปลี่ยนแปลงปริมาตร สามารถ

สรุปได้ดังนี้

 1.  โหมดการสั่นแบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้าง

เปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรง

ดันภายในคล้ายคลึงกับโหมดการสั่นของโครงสร้างเปลือก

บางที่ไม่มีแรงดันภายใน

 2.  ค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นของ

โครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตรตามแนวแกนรูปทรงกลม

รับแรงดันภายในมีค่าเป็นสัดส่วนผกผันกับค่ามุมท่ีรองรับ

ส่วนโค้ง

ตารางที่ 8  ผลของการแปรเปลี่ยนแรงดันภายในที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น ( NLΩ ) ของโครงสร้าง

        เปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น
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 3.  การแปรเปล่ียนค่าอตัราส่วนของอตัราส่วนความถี่
พืน้ฐานแบบไม่เป็นเชงิเส้นไม่ส่งผลต่อค่าพารามิเตอร์ความถ่ี
แบบไม่เป็นเชิงเส้นของโครงสร้างเปลือกบางแบบสมมาตร
ตามแนวแกนรูปทรงกลมรับแรงดันภายใน ในขณะท่ีการ
เปลีย่นแปลงเงือ่นไขของฐานรองรบัส่งผลต่อค่าพารามิเตอร์
ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้นน้อยมาก เม่ือเปรียบเทียบกับ 
การเปล่ียนแปลงความหนาของโครงสร้างเปลอืกบาง แรงดัน

ภายใน และโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลว

11. กิตติกรรมประกาศ
 งานวิจัยนี้ได้รับทุนอุดหนุนจากส�านักงานกองทุน
สนบัสนนุการวจิยั ส�าหรับโครงการปริญญาเอกกาญจนาภเิษก 
ตอ่ยอด (สัญญาเลขที ่RAP59K0014) ทีไ่ด้สนบัสนุนงานวิจยั
ในคร้ังนี ้ผูว้จิยัล�าดับที ่1 ขอขอบคณุมหาวทิยาลัยเทคโนโลยี
ราชมงคลอสีาน และผูวิ้จยัล�าดับที ่2 ขอขอบคณุโครงการทนุ
พัฒนาศักยภาพการวิจัยเชิงสถาบันของส�านักงานกองทุน
สนบัสนนุการวจิยัและมหาวทิยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลา้

ธนบุรี ที่ได้สนับสนุนการวิจัยจนส�าเร็จลุล่วงไปด้วยดี

ตารางที่ 9  ผลของการแปรเปลี่ยนโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลวที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น 

               ( NLΩ ) ของโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดหมุน
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ตารางที่ 10  ผลของการแปรเปลี่ยนโมดูลัสเชิงปริมาตรของของเหลวที่มีต่อค่าพารามิเตอร์ความถี่แบบไม่เป็นเชิงเส้น 

               ( ) ของโครงสร้างเปลือกบางที่มีฐานรองรับแบบยึดแน่น
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