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การสั่นอิสระของท่อล�ำเลียงของไหลใต้ทะเลในสภาวะแขวนปลายบน

งานวิจัยนี้น�ำเสนอวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส�ำหรับวิเคราะห์พฤติกรรมการสั่นอิสระและค่าความถี ่
ธรรมชาติของท่อล�ำเลียงของไหลใต้ทะเลในสภาวะแขวนที่ปลายบนโดยปลายบนของท่อ 
เป็นแบบยึดแน่นและแบบยึดหมุน ขณะท่ีปลายด้านล่างปล่อยอิสระและมีมวลวัตถุติดอยู่  
ทั้งนี้ พัฒนาแบบจ�ำลองทางคณิตศาสตร์ของท่อล�ำเลียงของไหลโดยอาศัยวิธีการแปรผันบน 
พืน้ฐานของหลกัการงาน-พลงังานเสมอืนและทฤษฎอีลีาสตคิคาของวสัดทุีย่ดืตวัได้ การศกึษา 
นี้พิจารณาผลกระทบของความเร็วกระแสน�้ำที่ระดับน�้ำทะเลปานกลาง มวลวัตถุที่ปลายล่าง 
ของท่อ ค่าโมดลูสัยดืหยุน่ของท่อและความลกึน�ำ้ทะเล ทีม่ต่ีอค่าความถีธ่รรมชาตแิละรปูร่าง 
การส่ันอิสระ ผลการศึกษาแสดงให้เห็นว่าเมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อหรือมวลวัตถุที่ติด 
อยู่ทีป่ลายล่างมค่ีาเพ่ิมขึน้  ค่าความถีธ่รรมชาตขิองการสัน่ทางด้านข้างจะมค่ีาเพิม่ขึน้ ในทาง 
ตรงข้ามเมือ่ความเรว็ของกระแสน�ำ้หรือระดบัความลึกน�ำ้ทะเลมีค่าเพิม่ข้ึนจะท�ำให้ค่าความถ่ี 
ธรรมชาติของการสั่นทางด้านข้างลดลง ส�ำหรับการสั่นตามแนวแกน เมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่น 
ของท่อมีค่าเพิ่มข้ึนค่าความถี่ธรรมชาติของการส่ันตามแนวแกนจะมีค่าเพิ่มข้ึน การเพิ่มขึ้น 
ของความเร็วของกระแสน�้ำ มวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างและระดับความลึกน�้ำทะเลส่งผลให ้
ค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นตามแนวแกนลดลง การเปลี่ยนแปลงค่าความถี่ธรรมชาติใน 
สภาวะยึดแน่นและยึดหมุนที่ปลายบนมีรูปแบบเช่นเดียวกัน แต่ค่าความถี่ธรรมชาติของท่อ 
ในสภาวะยึดแน่นจะมีค่ามากกว่ากรณีที่ปลายบนเป็นแบบยึดหมุน นอกจากนั้น เมื่อแรง 
เนื่องจากกระแสน�้ำเพิ่มมากข้ึน จะท�ำให้เกิดการส่ันแบบผสมระหว่างการส่ันตามแนวแกน 
และการสั่นทางด้านข้างของท่อ ในขณะที่การเปลี่ยนแปลงค่าพารามิเตอร์อื่นๆ ไม่ส่งผลต่อ 
รูปแบบการสั่น
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Free Vibration of Hang-off Riser

This research presents the finite element method for analyzing the free  
vibration behavior and natural frequency of hang-off riser with a tip mass at  
the bottom end. The top end of the hang-off riser was studied with fixed and  
hinge support conditions. Mathematical model formulation of the hang-off  
riser was developed by the variational method based on the virtual work- 
energy principle and the extensible elastica theory. The effects of the current  
velocity at mean sea level, tip mass at the bottom end, elastic modulus, and  
sea depth on the natural frequencies and corresponding mode shape of  
hang-off riser were studied. The results showed that an increase in the elastic  
modulus or tip mass at the bottom end increased the value of transverse  
natural frequencies. On the contrary, the increase in current velocity or sea  
depth decreases the value of transverse natural frequency. For the axial  
vibration, an increase in the elastic modulus also increased the axial natural  
frequency. Augmentation of the current velocity, tip mass at the bottom end,  
and sea depth decreased the axial natural frequency. The trends of the natural  
frequencies of both fixed-free and hinge-free risers were the same; however,  
the natural frequency values of the fixed-free riser were higher than those of  
the hinge-free riser at identical conditions. An increase in the hydrodynamic  
force due to the current resulted in the coupled mode of vibration between  
the axial and transverse modes, while the other parameters did not affect the  
corresponding mode shape.
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1.	บทน�ำ
	 ท่อล�ำเลยีงของไหลใต้ทะเล (Marine Riser) เป็นท่อทีว่างตวั 
ในแนวดิง่ท�ำหน้าทีข่นถ่ายปิโตรเลยีมจากหลมุเจาะใต้ทะเลไปยงั
แท่นผลิตในสภาวะใช้งาน (Service State) ปลายบนของท่อ 
จะยึดโยงกับแท่นผลิตที่อยู่ด้านบนผิวน�้ำ ส่วนปลายล่างยึดติด 
กับหลุมเจาะใต้ท้องทะเล [1] งานวิจัยในอดีตได้น�ำเสนอแบบ 
จ�ำลองทางคณิตศาสตร์ที่หลากหลายเพื่อศึกษาพฤติกรรมทาง 
ด้านกลศาสตร์ของท่อล�ำเลียงใต้ทะเล [2-7] เนื่องจากปัญหา 
ท่อล�ำเลียงของไหลใต้ทะเลมีความซับซ้อนท�ำให้ไม่สามารถหา 
ค�ำตอบแม่นตรงได้โดยง่าย การประยุกต์ใช้ระเบยีบวธิหีาค�ำตอบ 
เชงิตวัเลขส�ำหรบัการค�ำนวณและวิเคราะห์ปัญหาจึงได้รับความ 
นยิมอาท ิวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์ [8-10] และวธิไีฟไนต์ดฟิเฟอเรนซ์ 
[11-13] เป็นต้น งานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวข้องกับท่อล�ำเลียงของ 
ไหลมุ่งเน้นเพื่อศึกษาผลกระทบจากการยืดตัวตามแนวแกน 
ของท่อ [2, 14] ผลของไหลภายในท่อ [15-17] และแรงจาก 
กระแสน�้ำและคลื่น [18-19] ต่อพฤติกรรมทั้งทางด้านสถิตย 
ศาสตร์และพลศาสตร์ของท่อ ทั้งนี้งานวิจัยที่กล่าวมานี้เป็นการ 
ศึกษาวิเคราะห์ท่อในสภาวะใช้งาน โดยปลายทั้งสองด้านของ 
ท่อยึดติดอยู่กับที่
	 อย่างไรกด็ ีเม่ือเกดิสภาพแวดล้อมทีเ่ลวร้าย มคีลืน่ลมมรสมุ 
รุนแรง หรือเกิดความผิดปกติของหลุมเจาะจ�ำเป็นต้องหยุดการ 
ขดุเจาะและการผลติปิโตรเลยีมช่ัวคราว รวมทัง้กรณเีคลือ่นย้าย 
ท่อไปตดิตัง้ยงัหลมุขดุเจาะหรือแท่นผลติใหม่ (Re-entry Riser) 
ท่อล�ำเลยีงของไหลจะถกูดงึออกจากหลมุเจาะโดยใช้เรอืลากจงู 
ออกไป ท�ำให้ปลายด้านล่างของท่อปล่อยตวัเป็นอสิระจากหลุม 
ผลิตและถูกถ่วงด้วยอุปกรณ์ควบคุมความดันของหลุมผลิตท่ีมี 
น�้ำหนักมาก [20] ส่วนปลายด้านบนของท่อแขวนยึดติดกับเรือ 
ลากจงูหรอืแท่นผลติปิโตรเลยีมสภาวะเช่นนีเ้รยีกว่าท่อในสภาวะ 
แขวนปลายบน (Hang-off Riser) ซึ่งมีโอกาสเสียเสถียรภาพ 
เนือ่งจากแรงลากเชงิพลศาสตร์ (Hydrodynamic Drag Force)  
จากกระแสน�ำ้ได้ [21-23] ท่อล�ำเลยีงของไหลใต้ทะเลในสภาวะ 
แขวนที่ปลายบนและปล่อยปลายด้านล่างอิสระ (Hang-off  
Riser) จึงเป็นสภาวะท่ีต้องพิจารณาในข้ันตอนการวิเคราะห์ 
และออกแบบด้วย ทั้งนี้เนื่องจากปลายด้านล่างของท่อสามารถ 
เคลื่อนที่ได้อย่างอิสระ ท่อจึงสามารถแอ่นตัวและเคลื่อนที่ได ้
มากกว่าเมื่อเทียบกับกรณีท่ีปลายท้ัง 2 ด้านของท่อยึดติดอยู่ 
กับที่ในสภาวะใช้งาน

	 โดยทัว่ไปท่อในสภาวะแขวนทีป่ลายบนมรีปูแบบการวางตวั 
อยู่สองรูปแบบได้แก่ Hard Hang-off และ Soft Hang-off ซึ่ง  
Ambrose และคณะ [24] และ Bybee [25] ได้ท�ำการวเิคราะห์ 
ทางด้านสถิตยศาสตร์ของท่อใต้ทะเลที่มีความลึกมากๆ โดย 
น�ำเสนอความเป็นไปได้และเปรียบเทียบลักษณะการวางตัว 
สองรูปแบบนี ้งานวิจยัอืน่ที่เกี่ยวเนือ่งกับการวิเคราะห์ทางดา้น 
สถิตยศาสตร์ของท่อได้น�ำเสนอโดย Wang และคณะ [26] ซึ่ง 
สร้างแบบจ�ำลองสมการแปรผัน (Variational Formulation)  
ส�ำหรับการวิเคราะห์การแอ่นตัวของท่ออย่างไรก็ดี ส�ำหรับการ 
ศกึษาทางด้านพลศาสตร์ของท่อ เนือ่งจากมมีวลน�ำ้หนกัปรมิาณ 
มากที่ปลายล่างท�ำให้ท่อในสภาวะแขวนต้องรับภาระจากแรง 
ตามแนวแกนที่มากข้ึนด้วย การวิเคราะห์การสั่นตามแนวแกน 
(Axial Vibration) จึงมีความส�ำคัญมาก Sparks [26] ได้ศึกษา 
การสัน่อสิระตามแนวแกนของท่อทีม่มีวลตดิอยูท่ีป่ลายด้านล่าง 
โดยใช้วิธีการประมาณความยาวเทียบเท่า อย่างไรก็ดีการสั่น 
ทางด้านข้าง (Lateral Vibration) ของท่อในสภาวะแขวนที่ 
ปลายบนซึ่งตอบสนองต่อแรงกระท�ำจากกระแสน�้ำได้รับการ 
น�ำเสนอโดย Patel และ Jesudasen [27] ซึ่งได้ประยุกต์ใช ้
แบบจ�ำลองไฟไนต์เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์ปัญหาและเทียบ 
ผลการค�ำนวณที่ได้กับการทดลองในห้องปฏิบัติการ ทั้งนี้ใน 
ภายหลงั Wang และคณะ [28] ได้พจิารณามวลทีป่ลายด้านล่าง 
ของท่อต่อการสั่นทางด้านข้างเนื่องจากแรงกระแสน�้ำและคลื่น 
โดยใช้แบบจ�ำลองสมการแปรผันในการวิเคราะห์
	 งานวิจัยดังกลา่วข้างตน้ พจิารณาวา่ปลายบนของท่อถกูยึด 
อยู่กับที่ในสภาวะแขวน และได้รับแรงกระท�ำจากกระแสน�้ำ 
และคลื่นเท่านั้น อย่างไรก็ดี กรณีการเคลื่อนย้ายท่อด้วยเรือ 
ลากจงูกส่็งผลท�ำให้เกิดความเรว็สมัพทัธ์ระหว่างท่อและกระแส 
น�้ำได้เช่นกัน Jung และคณะ [29] ได้วิเคราะห์พฤติกรรมทาง 
ด้านพลศาสตร์ของท่อในสภาวะคลืน่ลมสงบ โดยพจิารณาเฉพาะ 
แรงกระตุน้ทีป่ลายบนของท่อเสมอืนท่อก�ำลงัถูกลากให้เคลือ่นท่ี  
ซึ่งส่งผลท�ำให้เกิดแรงปฏิสัมพันธ์ระหว่างท่อและกระแสน�้ำ 
โดยการจ�ำลองด้วยสมการ Morison [30] การศึกษาใช้วิธี 
ไฟไนต์ดิฟเฟอเรนซ์ (Finite Difference) ร่วมกับการท�ำซ�้ำบน 
พื้นฐานของวิธี Newton-Raphson โดยเปรียบเทียบผลการ 
ค�ำนวณทีไ่ด้กบัการทดลองในห้องปฏบิตักิาร ในท�ำนองเดยีวกนั 
Wang และ Jesudasen [31] ใช้วธิไีฟไนต์ดฟิเฟอร์เรนซ์ส�ำหรบั 
วิเคราะห์ท่อในสภาวะน�้ำน่ิงเม่ือปลายบนของท่อถูกลากให ้
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เคลื่อนท่ี แต่ปรับปรุงกระบวนการวิเคราะห์โดยใช้วิธีการ  
Keller-box ร่วมกับกระบวนการท�ำซ�้ำในการหาค�ำตอบของ 
สมการครอบคลุมปัญหาต่อมา Xu และ Wang [32] ได้สร้าง 
แบบจ�ำลองทางคณิตศาสตร์บนพื้นฐานของวิธี Flexible  
Segment เพื่อศึกษาผลตอบสนองทางด้านพลศาสตร์ของท่อ 
เมื่อปลายบนของท่อถูกลากให้เคลื่อนที่ Wei และคณะ [33] 
ศึกษาการสั่นของท่อในสภาวะแขวนท่ีปลายบนภายใต้แรงจาก 
การเคลื่อนที่ของปลายบนท่อเพื่อการวิเคราะห์และออกแบบ 
ตามมาตรฐานของ API [34] โดยใช้ซอฟแวร์ไฟไนต์เอลิเมนต์ 
ABAQUS ส�ำหรับค�ำนวณหามุมที่ปลายบนของท่อรวมทั้งค่า 
แรงดึงตามแนวแกนและโมเมนต์ดัดท่ีเกิดขึ้นนอกจากการ 
วิเคราะห์ด้วยแบบจ�ำลองทางคณิตศาสตร์ เมื่อไม่นานมานี้  
Wang และคณะ [35] ได้ท�ำการทดลองในห้องปฏิบัติการเพื่อ 
ศึกษาการสั่นนอกระนาบของท่อภายใต้แรงกระตุ้นจากการ 
เคลือ่นท่ีในระนาบของปลายบนของท่อ (Cross-Flow Induced  
Vibration)
	 นอกจากแรงกระแสน�้ำ คล่ืนและแรงกระตุ้นจากการ 
เคล่ือนที่ของปลายบนแล้ว แรงจากของไหลภายในท่อยังม ี
อิทธิพลต่อพฤติกรรมการส่ันของท่อเช่นกัน ซึ่ง Kuiper และ  
Metrikine [21, 36] ได้ศึกษาผลกระทบของความเร็วของไหล 
ภายในท่อต่อเสถียรภาพทางพลศาสตร์ของท่อท่ีมีจุดรองรับ 
ด้านบนเป็นแบบยึดแน่นส่วนปลายด้านล่างปล่อยอิสระแบบ 
แขวนในแนวดิง่ (Fixed-Free Support) เนือ่งจากท่อในสภาวะ 
แขวนท่ีปลายบนสามารถเกิดการสั่นได้รุนแรงกว่ากรณีท่ีปลาย 
ทั้งสองของท่อยึดติดกับท่ีดังนั้นจึงมีงานวิจัยที่ศึกษาและน�ำ 
เสนอวิธีการควบคุมและลดการสั่นของท่อในสภาวะรื้อถอน  
(Re-entry riser) ซ่ึงอยู่ระหว่างการเคลื่อนย้ายได้แก่งานวิจัย 
ของ Suzuki และคณะ [22-23] Ohtsubo และคณะ [37] Ioki 
และคณะ [38] Xu และคณะ [39] Kajiwara และ Noridomi 
[40] เป็นต้น
	 ถึงแม้ว่าการศึกษาท่อล�ำเลียงของไหลใต้ทะเลในสภาวะ 
แขวนที่ปลายด้านบนจะมีอยู่มาก แต่ทั้งน้ียังไม่พบงานวิจัยที ่
รายงานผลการศึกษาไว้อย่างเด่นชัดของการสั่นอิสระซึ่งเป็น 
การวิเคราะห์หาค่าความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นของ 
ท่อล�ำเลียงของไหล โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อท่อสามารถยืดตัว 
ได้มาก ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงมีวัตถุประสงค์เพื่อประยุกต์ใช้วิธีการ 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ส�ำหรับการวิเคราะห์หาค่าความถี่ธรรมชาติ 

และรูปแบบการสั่นอิสระได้แก่โหมดการสั่นทางด้านข้าง  
โหมดการสั่นตามแนวแกน และโหมดการสั่นแบบผสมระหว่าง 
การสั่นทางด้านข้างและตามแนวแกนของท่อล�ำเลียงของไหล 
ใต้ทะเลในสภาวะแขวนที่ปลายด้านบน

2.		 ทฤษฎีและสมการครอบคลุมปัญหา

	 รูปที่ 1 แสดงท่อล�ำเลียงของไหลใต้ทะเลที่ปลายด้านบน 
แขวนติดกับเรือ ขณะท่ีปลายล่างปล่อยอิสระ โดยก�ำหนดให้ 
ท่ออยู่ในแนวดิ่ง (แกน  ) ปลายล่างของท่ออยู่ที่จุดก�ำเนิด  
(0,0) ความยาวของท่อมีค่าเท่ากับความลึกของน�้ำทะเล ( )  
ณ สภาวะก่อนการเสียรูปจะสมมติว่าท่อไม่มีแรงกระท�ำใดๆ 
รวมท้ังน�ำ้หนกัตวัเอง เมือ่ท่อล�ำเลียงของไหลถูกแรงกระท�ำตาม 
แนวแกน  ที่ระดับความลึกต่างๆ จะท�ำให้ท่อเคลื่อนที่ไปยัง 
สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์ และเมื่อมีแรงพลศาสตร์มากระท�ำ 
จะท�ำให้ท่อเกิดการส่ันโดยท่อจะเคล่ือนตัวออกจากสภาวะ 
สมดุลสถิตยศาสตร์ไปยังสภาวะสมดุลพลศาสตร์ส�ำหรับสมมติ- 
ฐานที่ใช้ในการการศึกษามีดังนี้ (1) ท่อล�ำเลียงของไหลมีคุณ- 
สมบัติยืดหยุ่นเชิงเส้นและเป็นเนื้อเดียวกันสม�่ำเสมอตลอด 
ความยาว (2) หน้าตัดของท่อมีรูปร่างกลมสม�่ำเสมอตลอด 

รูปที่ 1 ท่อล�ำเลียงของไหลที่ปลายด้านบนถูกแขวนและปลาย 
ล่างถูกปล่อยอิสระในสภาวะต่างๆ
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ความยาวท่อทั้งก่อนและหลังการเสียรูป (3) หน้าตัดของท่อม ี
ลักษณะเป็นระนาบ ตั้งฉากกับแนวแกนของท่อทั้งก่อนและ 
หลังการเสียรูป (4) อุปกรณ์ต่างๆ ที่ยึดกับปลายท่อจะพิจารณา 
ให้รวมเป็นมวลเพียงก้อนเดียว (Tip Mass) (5) การวิเคราะห ์
หาสภาวะสมดุลและการสั่นอิสระของท่อจะพจิารณาในระนาบ  
2 มิติเท่านั้น และ (6) ไม่พิจารณาผลของแรงเฉื่อยเนื่องจาก 
การหมุน (Rotary Inertia) ของท่อ ส�ำหรับทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 

รวมถึงสมการครอบคลุมปัญหาได้น�ำเสนอดังหัวข้อต่อไปนี้

	 2.1	 การเคลื่อนที่และต�ำแหน่งสมดุลของท่อ
					    สภาวะก่อนการเสยีรปูของท่อ (Undeformed State)  
ต�ำแหน่งของท่อสามารถก�ำหนดได้ด้วยเวกเตอร์ระบุต�ำแหน่ง 
ในระบบพิกัดฉาก ดังนี้

                                                  (1)

	 เมื่อ  ,   คือต�ำแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งของท่อ 
ที่สภาวะก่อนการเสียรูป พารามิเตอร์   คือตัวแปรอิสระซึ่งใช ้
ส�ำหรับก�ำหนดต�ำแหน่งและการเคลื่อนท่ีของท่อตัวแปร  นี้ 
จะก�ำหนดให้เป็นพกิดัในแนวดิง่ในขั้นตอนของการวิเคราะห์หา 

ค�ำตอบเชิงตัวเลข เมื่อท่อได้รับแรงกระท�ำต่างๆ ได้แก่ น�้ำหนัก 
ประสิทธิผลของท่อและแรงจากกระแสน�้ำ จะให้ท่อเคลื่อนที ่
ไปยังต�ำแหน่งสมดุลสถิตยศาสตร์ (Static Equilibrium) ซ่ึง 
สามารถก�ำหนดได้ด้วยเวกเตอร์ระบุต�ำแหน่ง ดังนี้

                              (2)

	 เมื่อ  ,   คือต�ำแหน่งในแนวราบและแนวดิ่งของท่อที่
สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์  ,  คือการเคลื่อนที่สถิตยศาสตร ์
ตามแนวราบและแนวดิ่ง ตามล�ำดับ เมื่อท่อได้รับแรงกระท�ำที ่

เป็นฟังก์ชันของเวลาได้แก่ แรงจากคลื่น ส่งผลให้ท่อเคลื่อนที่ 
ไปยังต�ำแหน่งสมดุลพลศาสตร์ (Dynamic Equilibrium) ซึ่ง 
สามารถก�ำหนดได้ด้วยเวกเตอร์ระบุต�ำแหน่ง ดังนี้

                (3)

	 ตัวแปร    คือเวลา ,   คือต�ำแหน่งในแนวราบและแนว 
ดิง่ของท่อทีส่ภาวะพลศาสตร์ ,  คอืการเคลือ่นทีพ่ลศาสตร์ 
ตามแนวราบและแนวดิ่ง ตามล�ำดับดังนั้นค่าอนุพันธ์ของความ 
ยาวส่วนโค้ง ณ ต�ำแหน่งใดๆ ในระบบพิกัดฉากของท่อล�ำเลียง 

ของไหลที่สภาวะต่างๆ ได้แก่ สภาวะก่อนการเสียรูป สภาวะ 
สมดุลสถิตยศาสตร์ และสภาวะสมดุลพลศาสตร์ แสดงได้ดัง 
สมการต่อไปนี้ ตามล�ำดับ

                                                                                     (4ก)
 

                                             (4ข)

                               (4ค)

เมื่อก�ำหนดให้  
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	 2.2	 แรงดึงภายในท่อ

					    รูปที่ 2 แสดงแผนผังอิสระ (Free Body Diagram)  
ของช้ินส่วนย่อยของท่อในสภาวะสมดุลตามหลักการของ 
กลศาสตร์โครงสร้าง ท่อจะมีแรงภายในต่างๆ ซึ่งประกอบด้วย  
แรงดึงตามแนวแกน ( ) แรงเฉือน ( ) และโมเมนต์ดัด ( )  
ทีป่ลายทัง้ 2 ด้านของช้ินส่วนย่อย นอกจากนัน้ยงัมีแรงเนือ่งจาก 

น�้ำหนักของท่อล�ำเลียงของไหล ( ) แรงพลศาสตร์ของกระแส 
น�้ำในทิศตั้งฉาก ( ) และตามแนวสัมผัสกับท่อ ( ) ดังนั้น 
สมการสมดุลของแรงในแนวแกน ( ) สามารถเขียนได ้
ดังนี้

                                             (5)

เมื่อ   คือค่าความโค้งของท่อซึ่งสามารถหาได้จากหลักการพื้นฐานของรูปทรงเรขาคณิตและกฎลูกโซ่ (Chain rule) ของอนุพันธ ์
ที่เทียบกับ   ดังนี้

                                                    (6)

ค่าแรงดึงตามแนวแกนของท่อ ( ) หาได้จากการอินทริเกรตสมการที่ (5) โดยก�ำหนดขีดจ�ำกัดของการอินทริเกรตจากต�ำแหน่ง 
ปลายล่างของท่อ ( ) ถึงต�ำแหน่ง  ใดๆ ดังสมการที่ (7)

                                     (7)
	

  คือแรงดึงที่ปลายล่างเนื่องจากน�้ำหนักของวัตถุเมื่อ  และ   คือมวลของวัตถุที่ปลายล่างของท่อและมุม 
ที่ปลายล่างของท่อ ตามล�ำดับ

รูปที่ 2 แผนผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของท่อล�ำเลียงของไหลภายใต้สภาวะสมดุล
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	 2.3	 งานและพลังงานเสมือนของท่อ
					    พลังงานความเครียดรวม (Strain Energy) ของท่อ 
ได้จากการรวมพจน์ความเครียดจากการยืดตัวตามแนวแกน 

และการเสยีรปูจากการดดัส�ำหรบัพลงังานความเครยีดจากการ 
ยืดตัวตามแนวแกนแสดงได้ดังสมการต่อไปนี้

                                       (8)

เมื่อ   คือ แรงดึงภายในท่อซึ่งสามารถค�ำนวณได้จากสมการที่ (7) สมการพลังงานความเครียดเนื่องจากการเสียรูปจากการดัด  
สามารถเขียนได้ดังนี้

                    (9)

เมื่อ   คือสติฟเนสต้านการดัดของท่อซึ่งแสดงได้ดังสมการที่ (10)

                                                         (10)

 คือโมเมนต์ความเฉื่อยของท่อ  คือโมดูลัสยืดหยุ่นของวัสดุ  
และ  คือความเครียดเนือ่งจากการยดืหดตวัตามแนวแกนของ 
ท่อ งานเสมือนเนื่องจากแรงกระท�ำภายนอกประกอบด้วย  
งานเสมอืนเน่ืองจากน�ำ้หนกัประสทิธผิลของท่อ แรงกระท�ำจาก 

สภาวะแวดล้อมในทะเล และแรงเฉื่อยจากการเคลื่อนที่ของท่อ 
และมวลวัตถุท่ีปลายล่างทั้งน้ีงานเสมือนเนื่องจากน�้ำหนัก 
ประสิทธิผลของท่อสามารถแสดงได้ดังนี้

                                                   (11)

เมื่อ คือน�้ำหนักประสิทธิผลต่อหน่วย 
ความยาวของท่อ  ,   คือความหนาแน่นของท่อและ 
ของไหลภายนอกท่อ ตามล�ำดับ  ,   คือพื้นที่หน้าตัดของ 

ท่อและพื้นที่หน้าตัดของไหลที่ถูกแทนที่ด้วยท่อ สมการงาน 
เสมือนเนื่องจากแรงพลศาสตร์ของกระแสน�้ำแสดงได้ดังนี้

                                        (12)

เม่ือ   คือแรงเนื่องจากกระแสน�้ำทะเลท่ีกระท�ำต่อท่อในแนวราบและแนวดิ่ง โดยอาศัยหลักการของ Morison แรง 
เนื่องจากกระแสน�้ำค�ำนวณได้ดังนี้

 

             (13)
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เมื่อ  และ  คือสัมประสิทธิ์เสมือน 
ของมวลส่วนเพิม่ของท่อเนือ่งจากการสัน่ในน�ำ้และสมัประสทิธิ์ 
เสมือนของแรงเฉื่อย ตามล�ำดับ  คือสัมประสิทธ์ิของมวล 

ส่วนเพ่ิม  คือสัมประสิทธิ์ของแรงเฉื่อย  คือ 
เส้นผ่านศูนย์กลางภายนอกของท่อ  คือความเร็วตามแนว 
ราบของกระแสน�้ำและคลื่น ซึ่งสามารถค�ำนวณได้ดังนี้

                                                              (14)

เมื่อ คือความเร็วของกระแสน�้ำซึ่งเปลี่ยนแปลงตามความลึกของน�้ำทะเลดังแสดงในสมการที่ (15)

                                                         (15)
 

 คือความเร็วของกระแสน�้ำที่ระดับน�้ำทะเลปานกลางจากสมการที่ (14) ตัวแปร   คือความเร็วคลื่น ซึ่งเป็นฟังก์ชันของเวลา 
ดังสมการต่อไปนี้

                                                      (16)

เมื่อ  คือความถี่ของคลื่น (Wave Frequency) และ  คือแอมปลิจูดของความเร็วคลื่นซ่ึงเป็นฟังก์ชันของ 
ความลึกดังสมการต่อไปนี้

                                                (17)

ในที่นี้  คือแอมปลิจูดของคลื่น (Wave Amplitude) ขณะที่  
 คือเลขคลื่น (Wave Number) จากสมการที่ (13) 

 คือสัมประสิทธิ์เสมือนจากความหน่วงของ 
กระแสน�้ำและคลื่น ขณะที่ตัวแปร  คือสัมประสิทธิ ์
เสมือนจากแรงลากของกระแสน�้ำและคลื่นซึ่งสามารถด ู

รายละเอียดได้จากงานวิจัยของ Chucheepsakul และคณะ  
[2]

	 งานเสมอืนเนือ่งจากแรงเฉือ่ยประกอบด้วย 2 ส่วนส�ำคญั  

คอื การเคลือ่นทีข่องท่อ และการเคลือ่นทีข่องมวลวัตถทุีป่ลาย 

ล่างของท่อ ซึ่งแสดงได้ดังสมการต่อไปนี้

                   (18)

เมื่อ   คือ มวลของท่อต่อหนึ่งหน่วยความยาวและ 
มวลของวัตถุที่ติดตั้งอยู่ที่ปลายล่าง  คือ ความเร่งของ 
ท่อในทิศทางตามแนวราบและแนวดิ่ง ตามล�ำดับ

งานและพลังเสมือนของระบบสามารถหาได้จากผลรวมของ 
พลังงานความเครียดและงานเสมือนเน่ืองจากแรงกระท�ำ 
ภายนอก ดังนี้

                                     (19)

เมื่อแทนค่าสมการที่ (8) (9) (11) (12) และ (18) ลงในสมการที่ (19) จะได้สมการงาน-พลังงานเสมือนรวมของทั้งระบบดังนี้
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                (20)

3.	 ระเบียบวิธีการหาค�ำตอบเชิงตัวเลข
	 สมการครอบคลุมปัญหาดังสมการที่ (20) เป็นสมการแบบ 
ไม่เป็นเชิงเส้น การหาค�ำตอบเชิงวิเคราะห์ของสมการดังกล่าว 
ไม่สามารถท�ำได้โดยง่าย ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงอาศัยวิธีไฟไนต์เอ- 
ลิเมนต์ร่วมกับกระบวนการท�ำซ�้ำในการหาค�ำตอบเชิงตัวเลข 
ซึ่งสามารถให้ผลลัพธ์ที่มีความถูกต้องแม่นย�ำ โดยรายละเอียด 
มีดังต่อไปนี้

	 3.1	 ไฟไนต์เอลิเมนต์ส�ำหรับการวิเคราะห์ทาง 
					    สถิตยศาสตร์
					    ส�ำหรับการวิเคราะห์หาสมดุลสถิตยศาสตร์ของท่อ  
จะก�ำหนดตัวแปรต่างๆ ในสมการที่ (20) เพื่อก�ำกับสภาวะ 
สมดุลสถิตยศาสตร์ด้วยตัวห้อย  กระบวนการไฟไนต์เอลิเมนต ์
จะแบ่งชิ้นส่วนย่อยของท่อตามพิกัดในแนวดิ่ง ดังนั้นจึงก�ำหนด 
ให้ตัวแปรอิสระ  ส่งผลให้ค่าการเคลื่อนที่สถิตยศาสตร ์
ตามแนวดิ่งมีค่าเป็นศูนย์ ( ) และสามารถก�ำหนดตัวแปร 
ต่างๆ ได้ดังนี้

                       (21ก)

                                                   (21ข)

                                                    (21ค)

แทนสมการท่ี (21) ในสมการที่ (20) และตัดพจน์ที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ท�ำให้สามารถเขียนสมการงาน-พลังงานเสมือนรวม 
ของทั้งระบบส�ำหรับการวิเคราะห์หาสมดุลสถิตยศาสตร์ของท่อได้ดังนี้

               
                       (22)

โดยอาศัยกระบวนการไฟไนต์เอลิเมนต์ค่าการเคลื่อนที่ทางด้านข้างของท่อสามารถประมาณได้จากสมการที่ (23)



78 วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 42 ฉบับที่ 1 มกราคม - มีนาคม 2562

 
                                                      (23)

เมื่อ   คือเมตริกซ์ฟังก์ชันรูปร่าง และ   คือเวกเตอร์ดีกรีอิสระของชิ้นส่วนย่อยซึ่งแสดงได้ดังนี้

                            (24ก)

                                 (24ข)

เมือ่   คอืฟังก์ชนัพหนุามดกีรี 5 [4] ท่อล�ำเลยีงของไหลจะอยูใ่นสภาวะสมดลุก็ต่อเมือ่การเปลีย่นแปลงงานเสมอืนรวมทัง้ระบบ
มีค่าเป็นศูนย์ ( ) ดังนั้นสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของแต่ละชิ้นส่วนย่อยของท่อสามารถเขียนได้ดังนี้

                                              (25)

จากสมการที่ (25) เมื่อ   ดังน้ัน  หลังจากแทนค่าสมการที่ (23) ในสมการที่ (22) จะสามารถ 
สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของชิ้นส่วนย่อยของท่อได้ดังนี้

 (26)

ในที่นี้  คือความยาวเอลิเมนต์ตามแนวดิ่ง 
ของท่อ ขณะที่   คือจ�ำนวนชิ้นส่วนย่อยของท่อหลังจาก 
ที่รวมระบบสมการของชิ้นส่วนย่อยของท่อในสมการที่ (26)  
แล้วจะได้ระบบสมการแบบไม่เป็นเชงิเส้น ซึง่จะต้องใช้กระบวน 
การท�ำซ�้ำ (Iterative Procedure) ในการหาค�ำตอบเชิงตัวเลข  
เงื่อนไขขอบเขต (Boundary Condition) ณ ต�ำแหน่งที่ปลาย 
บน ( ) คือ  (แบบยึดแน่น) และ 

 (แบบยึดหมุน) ขณะที่เงื่อนไขขอบเขตที่ 

ต�ำแหน่งปลายล่าง ( )  คือ  (ปลายปล่อยอิสระ)

	 3.2	 ไฟไนต์เอลิเมนต์ส�ำหรับการวิเคราะห์ทาง 
					    พลศาสตร์
					    ณ สภาวะสมดุลพลศาสตร์ ต�ำแหน่งของท่อตามพิกัด 
ในแนวราบและแนวดิ่งคือ  และ    
ตามล�ำดับ และค่าแรงดึงตามแนวแกนของท่อในสภาวะ 
พลศาสตร์ [2] สามารถหาได้ดังนี้

                                         (27)

ส�ำหรับการวิเคราะห์การสั่นอิสระของท่อ เวกเตอร์การเคลื่อนที่พลศาสตร์ของชิ้นส่วนย่อยสามารถหาได้ดังนี้
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                                      (28)

เมื่อ   คือเมตริกซ์ฟังก์ชันรูปร่าง และ   คือเวกเตอร์ดีกรีอิสระของชิ้นส่วนย่อย ซึ่งแสดงได้ดังนี้

          (29ก)

     (29ข)

เมื่อแทนค่าสมการที่ (27) และ (28) ลงในสมการที่ (20) และก�ำหนดให้  สามารถจัดรูปสมการ การเคลื่อนที่ของ 
ท่อล�ำเลียงของไหล ได้ดังนี้

                                 (30)

เมื่อ และ คือเวกเตอร์ของการเคลื่อนที่เวกเตอร์ความเร็ว  

และเวกเตอร์ความเร่งของท่อ ตามล�ำดับ  คือเมตริกซ์มวลรวมของระบบท่อล�ำเลียงของไหล    

และ   คือเมตริกซ์มวลของชิ้นส่วนย่อยของท่อและเมตริกซ์มวลของวัตถุที่ติดกับปลายล่างของท่อ ตามล�ำดับ

                              (31ก)

                                  (31ข)

  คือเมตริกซ์ความหน่วงรวมของระบบ ทั้งนี้  คือเมตริกซ์ความหน่วงของชิ้นส่วนย่อย

                                    (32)

 คือสติฟเนสเมตริกซ์รวมของระบบท่อ เมื่อ  คือสติฟเนสเมตริกซ์ของชิ้นส่วนย่อยของท่อ ซึ่งแสดงได้ดังนี้

                                             (33)

สติฟเนสเมตริกซ์ของชิ้นส่วนย่อยของท่อประกอบด้วยสติฟเนสต้านการเสียรูปตามแนวแกนและสติฟเนสต้านการดัด ซ่ึงแสดง 
ได้ดังนี้
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             (34ก)

                                (34ข)

                         (34ค)

  คือเวกเตอร์ของแรงกระท�ำภายนอกของทั้งระบบ เมื่อ  คือเวกเตอร์ของแรงกระท�ำภายนอกของชิ้นส่วนย่อย

                                  (35)

ส�ำหรับการวิเคราะห์หาค่าความถี่ธรรมชาติของท่อล�ำเลียงของไหลและรูปแบบการส่ันอิสระจะไม่พิจารณาเมตริกซ์ความหน่วง
จากคลื่นและกระแสน�้ำรวมท้ังแรงที่เป็นฟังก์ชันของเวลา ซ่ึงจะท�ำให้จัดรูปสมการที่ (30) ให้อยู่ในรูปแบบของปัญหาค่าไอเกน 
ดังนี้

                                             (36)

เมื่อ  คือค่าความถี่ธรรมชาติในแต่ละล�ำดับโหมดค่าขอบเขต 
เงื่อนไข ณ ต�ำแหน่งปลายบน  ( )  ของท่อส�ำหรับ 
ปัญหาการสั่นอิสระคือ    
(แบบยึดแน่น) และ   (แบบ 
ยึดหมุน) ส�ำหรับปลายล่างของท่อ (  ) คือ    
(ปลายปล่อยอสิระ) ส�ำหรับการวเิคราะห์หาค่าความถีธ่รรมชาติ 
และรูปแบบการสั่นของท่อสามารถท�ำได้โดยการแก้ปัญหาค่า 
เจาะจง (Eigenvalue Problem) ของสมการท่ี (36) ในการ 
ศึกษานี้ได้พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์โดยอาศัยภาษาฟอร์- 
แทรน 90 (Fortran 90) เพื่อใช้ในการค�ำนวณตามระเบียบวิธ ี
ไฟไนต์เอลิเมนต์

4.	 การตรวจสอบความถกูต้องของผลการวเิคราะห์
	 เพื่อยืนยันความถูกต้องของแบบจ�ำลองทางคณิตศาสตร์ 
และโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ้นส�ำหรับการค�ำนวณตาม 
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จ�ำเป็นต้องเปรียบเทียบผลค�ำตอบ 
เชิงตัวเลขที่ได้ ได้แก่ การตรวจสอบสภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์  

และค่าความถี่ธรรมชาติของการส่ันอิสระกับงานวิจัยในอดีต  
โดยการตรวจสอบความถูกต้องส�ำหรับปัญหาเฉพาะต่างๆ  
ได้น�ำเสนอดังหัวข้อต่อไปนี้  

	 4.1 	การตรวจสอบสภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์
					    การวิเคราะห์นี้ได้ท�ำการเปรียบเทียบสภาวะสมดุล 
และแรงภายในกับค�ำตอบที่ได้จากวิธีการยิงเป้า (shooting  
method) โดยวธิกีารหาค�ำตอบและแบบจ�ำลองเป็นไปตามงาน 
วิจัยของ Mahasuwanchai [41] Mahasuwanchai และคณะ  
[42] ซ่ึงใช้ระเบียบวิธีการยิงเป้าส�ำหรับแก้ปัญหาการแอ่นตัว 
มากของคานยืน่ โดยก�ำหนดให้คานยืน่ยาว ( ) เท่ากบั 10 เมตร  
และมค่ีาโมดูลสัยดืหยุน่เท่ากับ 2.07x1011 นวิตันต่อตารางเมตร  
หน้าตัดของคานเป็นวงกลมภายในกลวงซึ่งมีเส้นผ่าศูนย์กลาง 
ภายในและภายนอกเท่ากับ 0.20 และ 0.26 เมตร ตามล�ำดับ  
รับแรงกระท�ำเนื่องจากน�้ำหนักตัวเองเท่ากับ 30176 นิวตัน 
ต่อเมตร
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ผลการเปรียบเทียบในรูปที่ 3 แสดงให้เห็นว่าค่าการเคลื่อนที่  
ค่าแรงดึง ค่าโมเมนต์ดัดและแรงเฉือน ณ ต�ำแหน่งต่างๆ ของ 
งานวิจัยนี้มีค่าสอดคล้องกับค�ำตอบที่ได้จากวิธีการยิงเป้า [41]  

ดงัน้ันสามารถยนืยนัได้ว่าค�ำตอบเชงิตวัเลขส�ำหรบัการวเิคราะห์ 
ทางด้านสถิตยศาสตร์ของงานวิจัยนี้มีความถูกต้อง

	 4.2	 การตรวจสอบค่าความถ่ีธรรมชาติจากการสั่น 
					    อิสระทางด้านข้าง
					    การตรวจสอบความถูกต้องของค่าความถี่ธรรมชาต ิ

ส�ำหรับการส่ันทางด้านข้างของปัญหาคานย่ืนในท่ีน้ีจะเปรียบ- 
เทียบกับค�ำตอบแม่นตรงท่ีได้จากทฤษฎีคานของออยเลอร์- 
แบร์นูลลี  ซึ่งสามารถค�ำนวณได้จากสมการที่ (37) [43]

                                                       (37)

 คือค่าพารามิเตอร์ซึ่งขึ้นอยู่กับล�ำดับโหมดของการส่ัน ( )  
ส�ำหรบัตัวอย่างนีไ้ด้ก�ำหนดให้คานยืน่มค่ีาโมดลูสัยดืหยุน่เท่ากบั  
2.07x1011 นิวตันต่อตารางเมตร หน้าตัดของคานเป็นวงกลม 
ภายในกลวงซึ่งมีเส้นผ่าศูนย์กลางภายในและภายนอกเท่ากับ 
0.20 และ 0.26 เมตร ตามล�ำดับ รับแรงกระท�ำเน่ืองจาก 
น�้ำหนักตัวเองเท่ากับ 30176 นิวตันต่อเมตร เช่นเดียวกับการ 

ตรวจสอบความถูกต้องในหัวข้อก่อนนี้ แต่จะก�ำหนดความยาว 
ของคาน ( ) เท่ากับ 300 เมตร 
	 ตารางที ่1 แสดงค่าพารามเิตอร์    และผลการเปรยีบเทยีบ 
ค่าความถี่ธรรมชาติที่ได้จากการศึกษาน้ีกับทฤษฎีคานของ 
ออยเลอร์-แบร์นลูล ีซึง่ค�ำตอบเชงิตวัเลขของค่าความถีธ่รรมชาต ิ
ส�ำหรับการสั่นทางด้านข้างที่ได้มีค่าใกล้เคียงกันมาก

รูปที่ 3 เปรียบเทียบสมดุลและแรงภายในจากงานวิจัยนี้กับผลค�ำตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากวิธีการยิงเป้า (Shooting Method)
 		  (ก) รูปแบบการวางตัวของคาน               (ข) แรงดึงที่ต�ำแหน่งต่างๆ ของคาน
			  (ค) โมเมนต์ดัดที่ต�ำแหน่งต่างๆ ของคาน    (ง) แรงเฉือนที่ต�ำแหน่งต่างๆ ของคาน
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แนวแกนของท่อล�ำเลียงของไหลแบบแขวนท่ีปลายบนและมี 
มวลติดอยู่ที่ปลายล่างกับค�ำตอบจากการศึกษาของ Sparks  
[27] ตามสมการที่ (38)

                                 (38)

ตารางที่ 2 เปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นตามแนวแกนท่ีได้จากการวิเคราะห์ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับ 
สมการของ Sparks [27]

เมื่อ   คือความยาวเสมือน   
คืออัตราส่วนของสติฟเนสตามแนวแกนต่อมวลของท่อ  คือ 
มวลต่อหน่วยความยาวของท่อ  คอืมวลของวตัถทุีป่ลายล่าง 
ของท่อ และ  คือล�ำดับโหมดของการสั่นค่าพารามิเตอร์ต่างๆ 
ที่ใช้ในการตรวจสอบความถูกต้องส�ำหรับการสั่นตามแนวแกน 
มีดังนี้ ท่อเหล็กกลมมีเส้นผ่านศูนย์กลาง 0.32 เมตร และค่า 
โมดูลัสยืดหยุ่นเท่ากับ 4.663x1010  นิวตันต่อตารางเมตร ความ 
หนาแน่นของท่อเท่ากับ 7460 กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร และ 

ยาว 2100 เมตร วางอยู่ในแนวดิ่งโดยที่ปลายบนยึดแน่น ส่วน 
ปลายล่างปล่อยอิสระและมีมวลวัตถุ 180 ตัน ติดอยู่
	 ตารางที่ 2 แสดงผลการเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติ 
ของการสั่นตามแนวแกนที่ได้จากการศึกษานี้กับการศึกษา 
ของ Sparks [27] ซึง่ค�ำตอบเชงิตวัเลขทีค่�ำนวณได้มค่ีาใกล้เคยีง 
กันมาก ดังนั้นจึงมีความมั่นใจว่าค�ำตอบที่ได้จากแบบจ�ำลอง 
และวิธีการวิเคราะห์ของการศึกษานี้มีความถูกต้องเพียงพอ 
ส�ำหรับการวิเคราะห์หาค่าความถี่ธรรมชาติของท่อ

ตารางที ่1 เปรยีบเทยีบค่าความถ่ีธรรมชาตขิองการสัน่ทางด้านข้างทีไ่ด้จากการวเิคราะห์ด้วยระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์กบัทฤษฎี
คานยื่นของออยเลอร์-แบร์นูลลี

	 4.3	 การตรวจสอบค่าความถี่ธรรมชาติจากการสั่น 
					    อิสระตามแนวแกน
					    การตรวจสอบความถกูต้องส�ำหรบัปัญหานี ้จะเปรยีบ- 
เทยีบค�ำตอบเชงิตวัเลขของค่าความถีธ่รรมชาตจิากการสัน่ตาม 



83วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 42 ฉบับที่ 1 มกราคม - มีนาคม 2562

5.	 การศกึษาพารามเิตอร์ทีม่ผีลการสัน่อสิระของท่อ
	 การศึกษาได้ก�ำหนดค่าพื้นฐานส�ำหรับพารามิเตอร์ต่างๆ 
ได้แก่ โมดูลัสยืดหยุ่นของท่อเท่ากับ 2.07x1011 นิวตันต่อ 
ตารางเมตร เส้นผ่าศูนย์กลางภายในและภายนอกท่อเท่ากับ  
0.20 และ 0.26 เมตร ตามล�ำดับ ความหนาแน่นของท่อและ 
น�้ำทะเลเท่ากับ 7850 และ 1025 กิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร  
ตามล�ำดับ ความลึกน�้ำทะเลเท่ากับ 300 เมตรความเร็วกระแส 
น�้ำที่ระดับทะเลปานกลางเท่ากับ 0 เมตรต่อวินาที สัมประสิทธิ ์
ของแรงลากในแนวตัง้ฉากและแนวสัมผัสกบัท่อเท่ากบั 0.7 และ  
0.3 ตามล�ำดับ สัมประสิทธิ์ของมวลส่วนเพิ่มเท่ากับ 1.0 และ 
มวลวัตถุที่ปลายล่างของท่อเท่ากับ 0 กิโลกรัม โดยการศึกษานี ้
ได้น�ำเสนอการสั่นอิสระของท่อทั้งกรณีที่ปลายบนเป็นแบบ 
ยึดแน่นและแบบยึดหมุด ดังหัวข้อต่อไปนี้

	 5.1 	การสัน่อสิระของท่อในสภาวะยดึแน่นท่ีปลายบน
					    รูปท่ี 4 แสดงผลกระทบของความเรว็กระแสน�ำ้ทะเลต่อ 

รูปที่ 4  ผลกระทบของความเร็วกระแสน�้ำต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการการสั่นอิสระส�ำหรับโหมดการสั่นที่ 1-4 ของ 
ท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

ค่าความถ่ีธรรมชาติ เม่ือก�ำหนดค่าความเร็วกระแสน�้ำทะเล 
ตั้งแต่ 0.0-3.0 เมตรต่อวินาที จากรูปที่ 4 ตัวอักษรย่อ “LV” 
และ “AV” แสดงโหมดการสัน่ทางด้านข้างและการสัน่ตามแนว 
แกนของท่อ ตามล�ำดับ จากรูปแสดงให้เห็นว่าเมื่อความเร็ว 
กระแสน�้ำทะเลมีค่าน้อยๆ (0.0-1.0 เมตรต่อวินาที) การวางตัว 
ของท่อที่สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์เป็นแบบแอ่นตัวน้อยจน 
เกอืบเป็นเส้นตรง รปูแบบการสัน่ของท่อจงึเป็นการสัน่ทางด้าน 
ข้างเท่าน้ัน ซึ่งมีพฤติกรรมการสั่นคล้ายคลึงกับคานยื่น เมื่อ 
กระแสน�ำ้ทะเลมีค่าเพิม่มากขึน้ท�ำให้ลักษณะการวางตวัของท่อ 
ที่สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์เป็นแบบแอ่นตัวมาก จึงส่งผลให้ 
รูปแบบการส่ันเปล่ียนไปเป็นแบบคู่ควบท่ีมีท้ังการส่ันทางด้าน 
ข้างและการสั่นตามแนวแกน นอกจากนี้ยังพบว่าเมื่อความเร็ว 
ของกระแสน�ำ้ทะเลมค่ีาเพ่ิมมากข้ึนจะท�ำให้ค่าความถ่ีธรรมชาติ 
ลดลง

	 รูปที่ 5 แสดงผลการศึกษาของมวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่าง 
ทีม่ต่ีอค่าความถีธ่รรมชาตขิองการสัน่ทางด้านข้างของท่อ พบว่า 
เมื่อมวลวัตถุมีค่าเพิ่มมากขึ้นจะท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติมีค่า 
เพิ่มข้ึนโดยสังเกตได้ชัดเจนเมื่อท่อสั่นด้วยโหมดในล�ำดับสูงๆ  

ส่วนรูปแบบการส่ันอิสระของท่อไม่เปล่ียนแปลง อย่างไรก็ดี 
เมื่อมวลวัตถุที่มีค่าเพิ่มมากขึ้นส่งผลกระทบน้อยมากต่อการ 
เปลี่ยนแปลงค่าความถี่ธรรมชาติทางด้านข้างในโหมดที่ 1  
เมื่อเทียบกับโหมดอื่นๆ รูปที่ 6 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง 
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รูปที่ 5  ผลกระทบของมวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่นที่ 1-4 
ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

รูปที่ 6  ผลกระทบของมวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

มวลวัตถุและค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นตามแนวแกน  
เมื่อมวลวัตถุมีค่าเพิ่มมากขึ้นจะท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติมีค่า 

ลดลง ส่วนรูปแบบการสั่นอิสระของท่อไม่มีการเปลี่ยนแปลง

	 รูปที่ 7 แสดงให้เห็นว่าเมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อที่มีค่า 
เพ่ิมมากขึน้ส่งผลท�ำให้ค่าความถีธ่รรมชาตมิค่ีาเพิม่ขึน้โดยสงัเกต 
ได้ชัดเจนเมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อมีค่ามากกว่า 2.07x1011 

นิวตันต่อตารางเมตร รูปที่ 8 แสดงให้เห็นว่าเมื่อค่าโมดูลัส 

ยืดหยุ่นของท่อมีค่าเพิ่มมากขึ้น จะท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติ 
เพิ่มขึ้นแบบเป็นเชิงเส้นในทุกๆ โหมดการสั่น ทั้งนี้เนื่องจากค่า 
โมดูลัสยืดหยุ่นส่งผลโดยตรงท�ำให้ค่าสติฟเนสต้านการเสียรูป 
ตามแนวแกนและต้านการดัดของท่อเพิ่มมากขึ้นดังแสดงใน 
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รูปที่ 7  ผลกระทบของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่นที่ 1-4 
ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

รูปที่ 8  ผลกระทบของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

สมการที่ (34) อย่างไรก็ดี ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อไม่ส่งผล 
ต่อการเปลีย่นแปลงรปูแบบการสัน่อสิระทัง้การสัน่ทางด้านข้าง 

และการสั่นตามแนวแกน

	 รูปที่ 9 และ รูปที่ 10 แสดงผลการศึกษาของความลึก
น�้ำทะเลต่อการสั่นอิสระทางด้านข้างและการส่ันอิสระตาม 
แนวแกนตามล�ำดับ โดยทั้งสองรูปจะแสดงผลที่มีลักษณะไปใน 

ทิศทางเดียวกันกล่าวคือเมื่อระดับความลึกน�้ำทะเลมีค่าเพิ่ม 
มากขึน้จะท�ำให้ค่าอตัราส่วนความชะลดูของท่อเพิม่ขึน้จงึท�ำให้ 
ค่าความถี่ธรรมชาติมีค่าลดลง ค่าความถี่ธรรมชาติจะมีการ 
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รูปที่ 9  ผลกระทบของระดับความลึกน�้ำทะเลต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

รูปที่ 10  ผลกระทบของระดับความลึกน�้ำทะเลต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดแน่นที่ปลายบน

เปลี่ยนแปลงมากเมื่อความลึกของน�้ำทะเลน้อยกว่า 100 เมตร  
ทั้งนี้ค่าความถี่ธรรมชาติจากการสั่นทางด้านข้างมีค่าน้อยกว่า 
ค่าความถี่ธรรมชาติจากการสั่นตามแนวแกน อย่างไรก็ดีระดับ 

ความลึกน�้ำทะเลไม่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่น 
อิสระของท่อทั้งการสั่นทางด้านข้างและการสั่นตามแนวแกน

	 5.2 	การสัน่อสิระของท่อในสภาวะยึดหมนุทีป่ลายบน
					    จากรูปที่ 11 แสดงผลการศึกษาของความเร็วกระแส 

น�้ำต่อการสั่นของท่อ จากรูปพบว่าเมื่อความเร็วกระแสน�้ำทะเล 
มีค่าในช่วง 0.0-1.0 เมตรต่อวินาที จะส่งผลให้ท่อสั่นทางด้าน 
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รูปที่ 11  ผลกระทบของค่าความเร็วกระแสน�้ำต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่นที่ 1-4 
ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

รูปที่ 12  ผลกระทบของมวลของวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับ 
โหมดการสั่นที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

ข้างเท่านั้น เมื่อกระแสน�้ำมีค่าเพิ่มมากขึ้น รูปแบบการสั่นของ 
ท่อจะเปล่ียนเป็นการส่ันแบบคู่ควบที่มีทั้งการสั่นทางด้านข้าง 
และการสั่นตามแนวแกน นอกจากนี้ยังพบว่าเมื่อความเร็ว 

กระแสน�้ำมีคา่เพิ่มมากขึ้นสง่ผลท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติลดลง 
แต่ไม่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่น

	 รูปที่ 12 และ รูปที่13 แสดงผลการศึกษาของมวลวัตถุที่ติด 
อยู่ที่ปลายล่างของท่อ (1-10000 กิโลนิวตัน) ต่อการสั่นอิสระ 
ทางด้านข้างและการสั่นอิสระตามแนวแกนตามล�ำดับจากรูปที่  
12 พบว่าเมื่อมวลวัตถุเพ่ิมขึ้นส่งผลท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติ 
ของการสั่นทางด้านข้างเพิ่มขึ้นซ่ึงสังเกตได้ชัดเจนเมื่อท่อสั่น 

ด้วยโหมดอันดับสูงในทางตรงกันข้ามเมื่อมวลวัตถุเพิ่มมากขึ้น 
ส่งผลท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นตามแนวแกนลดลง 
ดังแสดงในรูปที่ 13 อย่างไรก็ดกีารเพิ่มขึ้นของมวลวัตถไุม่ส่งผล 
ต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่นอิสระของท่อทั้งการสั่นทาง 
ด้านข้างและการสั่นตามแนวแกน
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	 รูปที่ 14 แสดงผลการศึกษาของโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อต่อ 
การสั่นอิสระ จากรูปแสดงให้เห็นว่าเมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของ 
ท่อเพ่ิมมากขึน้ส่งผลท�ำให้ค่าความถีธ่รรมชาตเิพิม่ขึน้ ซึง่สงัเกต 
ได้ชดัเจนเมือ่ค่าโมดลูสัยืดหยุน่ของท่อมากกว่า 2.07x1011 นวิตนั 
ต่อตารางเมตร อย่างไรก็ดีค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อไม่ส่ง 

รูปที่ 13  ผลกระทบของมวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

รูปที่ 14  ผลกระทบของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

ผลต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่น จากรูปที่ 15 พบว่าเมื่อ 
ค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อที่มีค่าเพิ่มมากขึ้นค่าความถี่ธรรมชาต ิ
จะเพิ่มขึ้นแบบเป็นเชิงเส้นในทุกๆโหมดการสั่น แต่ไม่ส่งผลให ้
เกิดการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่นตามแนวแกน
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รูปที่ 15  ผลกระทบของค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

รูปที่ 16  ผลกระทบของระดับความลึกน�้ำทะเลต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระทางด้านข้างส�ำหรับโหมดการสั่นที่  
1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

	 รูปที่ 16 แสดงผลการศึกษาของระดับความลึกน�้ำทะเลต่อ 
การส่ันอสิระทางด้านข้างของท่อ จากรปูนีพ้บว่าเมือ่ระดบัความ 
ลึกน�้ำทะเลเพิ่มมากขึ้นส่งผลท�ำให้ค่าความถี่ธรรมชาติลดลง 
โดยค่าความถี่ธรรมชาติจะลดลงมากเมื่อความลึกน�้ำทะเลต�ำ่ 
กว่า 100 เมตร รูปที่ 17 แสดงผลการศึกษาของระดับความลึก 

น�้ำทะเลต่อการส่ันอิสระตามแนวแกนของท่อ จากรูปพบว่า 
เมื่อระดับความลึกน�้ำทะเลเพิ่มมากขึ้นส่งผลท�ำให้ค่าความถี่ 
ธรรมชาติลดลงเช่นเดียวกัน อย่างไรก็ดีระดับความลึกน�้ำทะเล 
ไม่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่นอิสระทั้งทางด้าน 
ข้างและตามแนวแกน
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รูปที่ 17  ผลกระทบของระดับความลึกน�้ำทะเลต่อค่าความถี่ธรรมชาติของการสั่นอิสระตามแนวแกนส�ำหรับโหมดการสั่น 
ที่ 1-4 ของท่อล�ำเลียงของไหลในสภาวะยึดหมุนที่ปลายบน

6.	บทสรุป
	 งานวิจัยนี้น�ำเสนอการหาค�ำตอบเชิงตัวเลขของค่าความถ่ี 
ธรรมชาติและรูปแบบการส่ันอิสระของท่อล�ำเลียงของไหลใต ้
ทะเล โดยอาศัยวิธีการแปรผันบนพื้นฐานของหลักการงาน- 
พลังงานร่วมกับทฤษฎีอีลาสติคคา ผลการศึกษาสามารถสรุป 
ได้ดังนี้ เมื่อค่าโมดูลัสยืดหยุ่นของท่อหรือมวลวัตถุที่ติดอยู่ที ่
ปลายล่างมีค่าเพิ่มขึ้นค่าความถี่ธรรมชาติของท่อจากการสั่น 
ทางด้านข้างจะมค่ีาเพิม่ขึน้ ในขณะท่ีเมือ่ความเรว็ของกระแสน�ำ้ 
หรือระดับความลึกน�้ำทะเลมีค่าเพิ่มขึ้นส่งผลท�ำให้ค่าความถี่ 
ธรรมชาติของท่อจากการสั่นทางด้านข้างมีค่าลดลง เม่ือค่า 
โมดลูสัยดืหยุน่ของท่อมีค่าเพิม่ขึน้ส่งผลท�ำให้ค่าความถีธ่รรมชาต ิ
ของท่อจากการสัน่ตามแนวแกนมค่ีาเพิม่ขึน้ ในขณะทีค่วามเรว็ 
ของกระแสน�้ำ มวลวัตถุที่ติดอยู่ที่ปลายล่างหรือระดับความลึก 
น�้ำทะเลที่เพิ่มขึ้นจะท�ำให้ค่าความถ่ีธรรมชาติของท่อจากการ 
ส่ันตามแนวแกนลดลง การเปลีย่นแปลงของค่าความถีธ่รรมชาติ 
ในสภาวะยึดแน่นและยึดหมุนที่ปลายบนมีรูปแบบเช่นเดียวกัน  
แต่ค่าความถีธ่รรมชาตทิีเ่กดิขึน้ในสภาวะยดึแน่นจะมค่ีามากกว่า 
กรณีที่ปลายบนเป็นแบบยึดหมุน เมื่อความเร็วกระแสน�้ำเพิ่ม 
มากข้ึนท�ำให้เกิดรูปแบบการสั่นคู่ควบที่มีทั้งการสั่นตามแนว 

แกนและการสัน่ทางด้านข้าง แต่การเปลีย่นแปลงค่าพารามเิตอร์ 
อื่นๆ ไม่ส่งผลต่อการเปลี่ยนแปลงรูปแบบการสั่น
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