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น�า้หนักวิกฤตของคานเอยีงต่างระดบัทีม่คีวามยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้
ภายใต้แรงดงึท่ีจุดรองรบั

คานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้เป็นโครงสร้างประเภทอิลาสติกคา ซึ่งปลายคาน 
สามารถเล่ือนผ่านจุดรองรับเนื่องจากน�้าหนักบรรทุกที่มากระท�า ส่งผลให้ค่าความยาว 
ส่วนโค้งของคานเปลี่ยนไป เมื่อน�้าหนักบรรทุกมากเกินกว่าค่าวิกฤต คานจึงไม่สามารถรักษา 
สภาวะสมดุลได้ ด้วยเหตุนี้ จึงจ�าเป็นต้องมีการยึดรั้ง เช่น แรงดึงที่ปลายคาน งานวิจัยนี้ได ้
ตรวจสอบผลกระทบของแรงดงึทีป่ลายคานต่อการแอ่นตวัมากของคานทีม่จีดุรองรบัต่างระดบั 
กันภายใต้น�้าหนักของคาน วิธีท่ีใช้ในการแก้ปัญหาเชิงตัวเลขมี 2 วิธี ได้แก่ ระเบียบวิธี 
ไฟไนต์เอลิเมนต์และวิธียิงเป้า เม่ือเปรียบเทียบค�าตอบเชิงตัวเลขท่ีได้จาก 2 วิธีนี้ พบว่า 
สอดคล้องกัน จากน้ันจึงน�าเสนอผลกระทบของแรงดึงที่ปลายและความต่างระดับของจุด 
รองรับต่อการแอ่นตัวมากของคานท่ีมีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ ซึ่งการตรวจสอบเชิง 
ตวัเลขแสดงให้เหน็ว่า แรงดงึทีป่ลายคานและการลดระดบัของจดุรองรบัด้านขวาลงช่วยเพิม่ 
สติฟเนสให้คาน และเพิ่มน�า้หนักบรรทุกวิกฤต รวมถึงเสถียรภาพของคานด้วย อย่างไรก็ดี  
คานอาจสูญเสียเสถียรภาพเม่ือยกจุดรองรับด้านขวาของคานขึ้น เนื่องจากน�้าหนักบรรทุก 
วกิฤตของคานลดลง น�า้หนกับรรทุกวกิฤตของคานทีน่�าเสนอในงานวจิยันีเ้ป็นผลการวเิคราะห์ 
เชิงตัวเลขใหม่ และสามารถใช้อ้างอิงส�าหรับงานวิจัยในอนาคตได้
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Critical Self-Weight of Inclined Variable-Arc-Length Beam under  
Applied Tension at Support

Variable arc-length (VAL) beam is one of the elastica structures where its tip  
can slip through a support due to loadings, which results in turn in the  
alteration of the total arc-length. If the load exceeds than the critical value,  
VAL beam cannot keep its equilibrium. A restraint-like applied tension at the  
support is therefore necessary. This work investigated the effect of applied  
tension at the beam tip on large deflection of an inclined VAL beam subjected  
to uniform self-weight. Two different numerical approaches were utilized to  
obtain the numerical solutions, i.e., finite element method and shooting  
optimization method. The numerical results obtained from these two methods  
showed good agreement comparing to each other. The effects of applied  
tension and support inclination on the large deflection of VAL beam were  
then studied. The numerical investigation shows that the applied tension and  
shifting the right support down helped stiffen the inclined VAL beam system,  
increase its critical load as well as improve the beam stability. However, the  
beam could lose its stability by shifting the support up because of the reduced  
critical self-weight. The critical self-weight of an inclined VAL beam proposed  
in this study is a new result and could be used as a benchmark for future  
study.
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1. บทน�า
 คานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ (Variable-Arc- 
Length Beam) หรือเรียกแบบย่อว่า “VAL Beam” เป็น 
โครงสร้างคานประเภทอิลาสติกคา [1] ซึ่งความยาวส่วนโค้งที ่
เปล่ียนไปขึ้นอยู่กับน�้าหนักของคาน [2] หรือแรงภายนอกที่ 
มากระท�า และท�าให้คานเกดิการแอ่นตัวมาก (Large Deflection)  
[1, 3-7] คานประเภทนี้อาจเรียกอีกชื่อหนึ่งว่า “Unknown  
Length Beam” [8-9] ส�าหรบัปัญหาคานทีม่คีวามยาวส่วนโค้ง 
แปรเปลี่ยนได้ ระยะห่างระหว่างจุดรองรับที่ปลายทั้ง 2 ข้าง 
ของคานหรอืความยาวช่วงของคานจะมค่ีาคงที ่ขณะทีค่วามยาว 
ส่วนโค้งของคานสามารถแปรเปลี่ยนได้ซึ่งสามารถค�านวณได้ 
โดยใช้วิธีเชิงวิเคราะห์ได้แก่ วิธีอิลิปติกอินทิกรัล และวิธีเชิง 
ตัวเลข ได้แก่ ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และวิธียิงเป้า
 จากการทบทวนวรรณกรรม การวิเคราะห์ปัญหาคานที่มี 
ความยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่นได้ภายใต้แรงกระท�าต่างๆ สามารถ 
กระท�าได้ทั้งโดยวิธีเชิงวิเคราะห์และวิธีเชิงตัวเลข โดยปกติแล้ว  
ในปัจจุบันมี 3 วิธีที่ได้รับความนิยม อาทิ วิธีอิลิปติกอินทริกรัล  
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และวิธีการยิงเป้า ส�าหรับวิธีอิลิป- 
ติกอินทริกรัลเป็นวิธีเชิงวิเคราะห์ สามารถใช้หาผลเฉลยแม่น 
ตรงของปัญหาได ้[10-11] อยา่งไรกด็ ีวธิีการนีไ้มเ่หมาะส�าหรับ 
ใช้วิเคราะห์ปัญหาคานภายใต้น�้าหนักบรรทุกแบบแผ่กระจาย 
หรือน�้าหนักของคานเองได้ ส�าหรับ 2 วิธีหลัง ได้แก่ ระเบียบ 
วธิไีฟไนต์เอลเิมนต์และวธิกีารยงิเป้าเป็นการค�านวณบนพืน้ฐาน 
ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นวิธีที ่
ได้รับความนิยมส�าหรับวิเคราะห์ปัญหาที่มีความซับซ้อนเม่ือ 
แบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ของคานเขียนอยู่ในรูปของสมการ 
อินทริกรัล ตัวอย่างบทความวิจัยที่น�าเสนอแบบจ�าลองไฟไนต์- 
เอลิเมนต์ส�าหรับวิเคราะห์ปัญหาของคานที่มีความยาวส่วนโค้ง 
แปรเปลี่ยนได้ อาทิ Chucheepsakul และ Huang [1]  
Chucheepsakul และ Huang [10] และ Athisakul และ  
Chucheepsakul [12] เป็นต้น ส�าหรับวิธีการยิงเป้าเป็นวิธีที ่
ได้รับความนิยมส�าหรับการแก้ปัญหาค่าเงื่อนไขขอบเขตแบบ  
2 จุด เมื่อแบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ของคานเขียนอยู่ในรูป 
ของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งโดยทั่วไปแล้ว จะสร้าง 
สมการแบบจ�าลองโดยพิจารณาสมดุลของแรงและโมเมนต์ของ 
คาน วิธีการนี้อาศัยกระบวนการอินทิเกรตเชิงตัวเลขร่วมกับ 
กระบวนการกระท�าซ�้า Newton-Raphson เพ่ือหาค�าตอบที ่
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สอดคล้องกับเงื่อนไขที่ก�าหนด [6]
งานวิจัยเกือบทั้งหมดที่เกี่ยวข้องกับปัญหาคานที่มีความยาว 
ส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ หรือปัญหาที่ใกล้เคียงกันภายใต้แรง 
กระท�าแบบไม่ติดตามการเสียรูปของคาน ได้แก่ แรงจาก 
น�้าหนักของคาน [2, 8, 12-13] แรงกระท�าแบบจุด [4, 10,  
14-15] โมเมนต์คู่ควบกระท�าที่ปลายคาน [3, 16-19] เป็นต้น  
นอกจากนั้นยังมีงานวิจัยท่ีมุ่งเน้นเพื่อศึกษาคานที่มีความยาว 
ส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงกระท�าแบบติดตามการ
เสียรูป [5, 11, 20-24] อย่างไรก็ดี มีเพียงงานวิจัยของ  
Pulngern และคณะ [5] ที่ศึกษาผลกระทบของค่าความโค้ง 
เริ่มต้นต่อการแอ่นตัวมากของคานประเภทนี้ นอกจากนั้น  
การศึกษาได้ขยายผลไปยังการวิเคราะห์เพื่อศึกษาพฤติกรรม 
ทางด้านพลศาสตร์ของคานที่มคีวามยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้  
ซึ่งได้ศึกษาเปรียบเทียบท้ังในเชิงทฤษฎีและการทดลองในห้อง 
ปฏิบัติการโดย Pulngern และคณะ [25] และ Pulngern และ 
คณะ [26]
 หากพิจารณากรณีที่คานรับน�้าหนักบรรทุกแบบกระจาย 
สม�่าเสมอ Athisakul และ Chucheepsakul [12] ได้รายงาน 
ผลการศึกษาว่า ค่าน�้าหนักวิกฤตไร้หน่วยของ VAL Beam ม ี
ขีดจ�ากัดอยู่ที่ ˆ crw = 8.253 และเพิ่มข้ึนเป็น 8.809 เมื่อลด 
ระดับของจุดรองรับด้านขวาลงจนกระทั่งท�ามุม -45 องศากับ 
แนวราบ อย่างไรก็ดี เม่ือยกระดับของจุดรองรับด้านขวาข้ึน 
จนกระทั่งท�ามุม 45 องศากับแนวราบ จะท�าให้ค่าน�้าหนัก 
บรรทุกวิกฤตไร้หน่วยลดลงเหลือ ˆ crw =  2.663 ทั้งนี้เนื่องจาก 
ปลายคานด้านขวาสามารถเลื่อนผ่านจุดรองรับได้อย่างอิสระ  
คานประเภทนีจ้งึไม่สามารถคงอยูใ่นสภาวะสมดลุสถติยศาสตร์ 
ได้เมื่อน�้าหนักบรรทุกมากกว่าค่าวิกฤต ในกรณีดังกล่าวนี้ การ 
ยึดรั้งที่ปลายคาน อาทิ ใช้แรงดึงยึดร้ังที่ต�าแหน่งดังกล่าวไว ้
จะช่วยเพิ่มค่าน�้าหนักบรรทุกวิกฤตได้
 ดังนั้น การศึกษานี้ได้สร้างแบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ของ 
คานต่างระดบัทีม่คีวามยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่นได้ภายใต้แรงดงึ 
ที่ปลายคาน การสร้างสมการครอบคลุมปัญหาของคานได้ใช้วิธ ี
ที่แตกต่างกัน 2 วิธี ได้แก่ 1) โดยใช้หลักการสมดุลของแรงและ 
โมเมนต์ภายในชิ้นส่วนย่อยของคาน ความสัมพันธ์ระหว่าง 
โมเมนต์และความโค้ง และความสมัพนัธ์ทางเรขาคณติของคาน  
ซ่ึงท�าให้ได้เซตของสมการครอบคลมุปัญหาท่ีอยูใ่นรูปของสมการ 
เชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 สมการนี้สามารถหาค�าตอบเชิงตัวเลขได ้
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ด้วยระเบียบวิธียิงเป้า (Shooting Optimization Method,  
SOM) และ 2) โดยใช้หลักการของงาน-พลังงาน เพื่อสร้าง 
สมการแบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ท่ีอยู่ในรูปของสมการอิน- 
ทริกรัล ซ่ึงใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element  
Method, FEM) ส�าหรับค�านวณหาค�าตอบเชิงตัวเลข โดยผล 
ค�าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากทั้ง 2 วิธีนี้ จะน�ามาเปรียบเทียบกัน 
เพื่อตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์  
และกระบวนการค�านวณเชงิตวัเลข งานวจิยันีน้�าเสนอผลกระทบ 

จากแรงดึงที่ปลายคานต่อพฤติกรรมการดัดและการแอ่นตัว 
มากของคานท่ีมีจุดรองรับต่างระดับกัน แบบจ�าลองทาง 
คณิตศาสตร์ของคานท่ีน�าเสนอในงานวิจัยนี้ สามารถประยุกต์ 
และพัฒนาต่อยอดเพ่ือใช้ส�าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างอื่นๆ  
ท่ีมีความคล้ายคลึงกนั เช่น ท่อล�าเลียงของไหลใต้ทะเล (Marine  
Riser) โดยการจ�าลองแรงจากคลื่นและกระแสน�้าเพิ่มเข้าไป  
[27-28]

รูปที่ 1  ลักษณะการแอ่นตัวมากของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงดึงที่จุดรองรับ B

รูปที่ 2  ผังอิสระของชิ้นส่วนย่อยของคาน VAL beam
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เลื่อนผ่านได้ภายใต้การยึดรั้งด้วยแรงดึง ( BN ) ที่ปลายคาน  

M+dM

w

Ns+dNs

V+dV

V

MNs

dss

ys

ys+dys

x x+dx
dx

dys

d

n̂ t̂

O
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ระยะห่างในแนวราบระหว่างจุดรองรบัท้ัง 2 ข้างมค่ีาคงท่ีเท่ากับ 
L  และอยู่ต่างระดับกันในแนวดิ่งเท่ากับ h  โดยค่า h  อาจม ี
ค่าเป็นบวกหรือลบเมื่อลดระดับจุดรองรับด้านขวาให้ต�่ากว่า 
หรือยกให้สูงกว่าจุดรองรับด้านซ้าย ตามล�าดับ เนื่องจากปลาย 
คานสามารถเลื่อนไถลผ่านจุดรองรับ จึงท�าให้ไม่ทราบค่า 

ความยาวส่วนโค้งทั้งหมดของคาน ( ts ) ที่สภาวะสมดุลสถิตย- 
ศาสตร์  เมื่อมีน�้าหนักของคานมากระท�า ท�าให้คานแอ่นตัวจาก 
ต�าแหน่งก่อนการเสียรูป ( ly ) โดยมีค่าการแอ่นตัวเท่ากับ ay

ดังนั้นต�าแหน่งของคานที่สภาวะสมดุลสถิตยศาสตร์ ( sy ) ที่ 
พิกัดต่างๆ ในแนวราบ ( x ) ค�านวณได้โดย

s l ay y y= +                                             (1)

 ณ สภาวะก่อนการเสียรูปของคาน ต�าแหน่งของคานเป็น 
ฟังก์ชันของพิกัดตามแนวราบ ( x ) ซึ่งสามารถค�านวณได้จาก    

( )/ly h L x=  ส�าหรับค่าการแอ่นตัวของคาน ( ay ) หลังจาก 
รับน�้าหนักบรรทุกค�านวณได้โดยกระบวนการเชิงตัวเลข

 จากการพจิารณาชิน้ส่วนย่อยของคานทีมี่ความยาวส่วนโค้ง 
น้อยๆ ( sds ) ตามรูปที่ 2 สมการรูปร่างความสัมพันธ์เชิงเรขา- 
คณติของเส้นโค้งในระนาบของคานโดยอ้างองิทฤษฎอีลิาสติกคา 
สามารถแสดงได้ดังสมการต่อไปนี้

2 2 2( ) (1 )s s sds dx dy y dx′= + = +                                     (2ก)

2 1/2sin
(1 )

s s

s s

dy y
ds y

θ
′

= =
′+                                               (2ข)

2 1/2

1cos
(1 )s s

dx
ds y

θ = =
′+                                               

(2ค)

2 3/2(1 )
s

s s

yd
ds y
θκ

′′
= =

′+                                                   
(2ง)

 โดยท่ีสัญลักษณ์ ( )′ หมายถึงอนุพันธ์ของตัวแปรต่างๆ 
เทียบกับตัวแปร x  (พิกัดตามแนวราบ) สัญลักษณ์ κ  คือค่า 
ความโค้งของคาน (Curvature) θ  คือมุมระหว่างแนวราบกับ 
แนวสัมผัสของคาน และตัวแปร ss  คือพิกัดตามความยาว 
ส่วนโค้งของคาน จากการพิจารณาสมดุลของแรงและโมเมนต ์

ของคานในรูปที่ 2 ท�าให้ได้สมการสมดุลของคานที่อยู่ในรูป 
ของสมการเชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 ซึ่งประกอบด้วยสมการสมดุล 
ของแรงตามแนวสมัผสัและแนวต้ังฉากกบัเส้นโค้งการเสยีรปูของ 
คาน ดังสมการที่ (3ก) และ (3ข) ตามล�าดับ ขณะที่สมการที่  
(3ค) คือสมการสมดุลของโมเมนต์รอบจุด O

sins

s s

dN dV w
ds ds

θ θ= −
                                            

(3ก)

coss
s s

dV dN w
ds ds

θ θ= − −
                                         

(3ข)

s

dM V
ds

=
                                                          

(3ค)

 ตัวแปร sN M  และ V  คือแรงดึงตามแนวแกน โมเมนต ์
ดัด และแรงเฉือนที่ต�าแหน่งต่างๆของคาน ตามล�าดับ จาก 
ทฤษฎคีวามยดืหยุน่ และการเสยีรปูของโครงสร้าง สมการความ 

สัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ดัดและค่าความโค้งของคาน แสดงได้ 
ดังนี้
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2 3/2(1 )
s

s

y
M EI EI

y
κ

′′
= − = −

′+                                           
(4)

 ในที่นี้ตัวแปร E  และ I  คือโมดูลัสยืดหยุ่นและโมเมนต ์
ความเฉื่อยของหน้าตัดคาน ตามล�าดับ จากสมการที่ (2ก) และ  

(4) ท�าให้สามารถเขียนสมการส�าหรับค�านวณหาค่าแรงเฉือน 
จากสมการที่ (3ค) ได้ใหม่ดังนี้

                                   (5)

 อินทริเกรตสมการที่ (3ก) ซึ่งเป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับ 
ที่ 1 ของแรงดึงตามแนวแกน และแทนค่าเงื่อนไขขอบเขต  
( s BN N=  ที่ต�าแหน่งปลายคานด้านขวา s ts s= ) ท�าให้ 

สามารถค�านวณหาแรงดงึตามแนวแกนทีพิ่กดัต่างๆ บนส่วนโค้ง  
( ss ) ของคานได้ดังนี้

sin
t

s

s

s B s
ss

dN N V w ds
ds
θ θ

 
= − − 

 
∫

                                        
(6)

 ในที่นี้ ตัวแปร BN  คือแรงดึงที่ปลายคานด้านขวา (จุด B)  
แทนค่าสมการที่ (2ก) (2ข) และ (2ง) ลงในสมการที่ (6) และ 
เปลี่ยนตัวแปรอิสระท่ีใช้ส�าหรับการอินทริเกรต ท�าให้แรงดึง 

ตามแนวแกนที่พิกัดต่างๆ ตามแนวราบ ( x ) ภายใต้แรงดึงที ่
จุดรองรับด้านขวา ( BN ) สามารถค�านวณได้ดังนี้

( ) ( )
( )2

3 22 2
1

1 1

L
s s

s B s
x s s

y y
N N V w y dx

y y

 ′′ ′  ′= − − +  ′ ′+ + 
∫

                                

(7)

 ทั้งนี้ แรงเฉือน (V ) ในสมการที่ (7) สามารถค�านวณได้จากสมการที่ (5)

3.  ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
 สมการงานและพลังงานของคานท่ีมีความยาวส่วนโค้ง 
แปรเปลี่ยนได้ภายใต้น�้าหนักคาน [1] สามารถเขียนได้ดังนี้

( )
( )

2
2

32
0

1 1
2 1

L
s

s s s

s

EIy
N wy y dx

y
π λ

 ′′  ′= + + − + 
′+  

∫
                               

(8)

 จากสมการที่ (8) พจน์แรกคือพลังงานความเครียดจาก 
การเสียรูปเนื่องจากการดัด (Bending Strain Energy) พจน ์
ที่ 2 คืองานอันเนื่องจากแรงดึงตามแนวแกนจากสมการที่ (7)  
และแรงในรูปแบบ Configurational Force ที่เกิดจากการ 
ดัดที่ปลายที่สามารถเลื่อนไถลได้ และพจน์สุดท้ายคืองาน 

ภายนอกเนื่องจากแรงกระท�าจากน�้าหนักคาน ตัวแปร 

( )32 2/ 2 1s sEIy yλ ′′ ′= +  คือตัวคูณที่ค�านึงถึงพลังงานส่วน 
เพ่ิมท่ีเกิดจากการเล่ือนไถลของปลายคานท่ีจุดรองรับด้านขวา  
ซึ่งน�าเสนอโดยงานวิจัยของ Chucheepsakul และ Huang [1]  
จากหลักการของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ จากนั้นแบ่งคาน 



269วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 42 ฉบับที่ 3 กรกฎาคม - กันยายน 2562

ออกเป็นช้ินส่วนย่อยเท่าๆ กันตามพิกัดในแนวราบ โดยแต่ละ 
เอลิเมนต์จะยาวเท่ากัน ( l L nelem= ) ตามพิกัดท่ีวัดตาม 
แนวราบ ( x ) โดย nelem  คอืจ�านวนเอลเิมนต์ของคาน ดงันัน้ 
สมการของงานและพลังงานของระบบทั้งหมดหาได้จากการ 
รวมงานและพลังงานของแต่ละเอลิเมนต์ ( 1

nelem
kk

π π
=

= ∑ )  

โดย kπ  คืองานและพลังงานของแต่ละเอลิเมนต์ของคาน  
ดังนั้นค่าการแอ่นตัวภายในเอลิเมนต์ของคานตามสมการที่ (1)  
สามารถประมาณได้โดยใช้เมตริกซ์ฟังก์ชันรูปร่าง   N  และ 
เวกเตอร์ดีกรีอิสระที่โหนดปลายทั้ง 2 ด้านของแต่ล่ะเอลิเมนต์  
{ }sq  ดังนี้

                                               (9ก-ข)

{ }a sy′′ ′′=   N q                                                          (9ค)

 โดยเวกเตอร์ { }sq ประกอบด้วยค่าการเคลื่อนที่ในแนวด่ิงของคาน และค่าอนุพันธ์อันดับที่ 1 และ 2 ของการเคลื่อนที ่
เทียบกับตัวแปร x

{ } { }1 1 1 2 2 2
T

s a a a a a ay y y y y y′ ′′ ′ ′′=q                                 (10)

และเวกเตอร์   N  คือฟังก์ชันการประมาณซึ่งเป็นฟังก์ชันพหุนามดีกรี 5 ดังนี้

1 2 3 4 5 6N N N N N N=      N                                   (11)

 เมื่อแทนสมการที่ (9) ลงในสมการที่ (8) สมการสมดุลของ 
คานแต่ละเอลิเมนต์จะสามารถหาได้เมื่อ /k sπ∂ ∂ =q 0   

(Stationary Condition) ดังนั้นสามารถเขียนสมการไฟไนต์- 
เอลิเมนต์ของแต่ละชิ้นส่วนย่อยได้ดังนี้

         (12)

 สมการที่ (12) เป็นระบบสมการแบบไม่เป็นเชิงเส้นของ 
แต่ละเอลิเมนต์ ซึ่งต้องน�าสมการของทุกเอลิเมนต์มารวมกัน  
(Assembly) เพือ่ให้ได้สมการของทัง้ระบบของคาน การค�านวณ 
เพือ่หารากของระบบสมการแบบไม่เป็นเชงิเส้นได้ใช้กระบวนการ 
ท�าซ�้า ตามวิธีของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson) ซึ่งได ้
ก�าหนดเงื่อนไขการลู่เข้าของค่าดีกรีอิสระเท่ากับ 10-7 ส�าหรับ 
เงือ่นไขของจดุรองรบัท่ีปลายทัง้ 2 ข้างของคานคอื 0a ay y′′= =   
ที่ 0x =  และ x L=  ตามล�าดับ เพื่อความสะดวกต่อการ 
ค�านวณตามหลักการของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ งานวิจัย 
นี้ได้พัฒนาคอมพิวเตอร์โปรแกรมขึ้นมาโดยเขียนด้วยภาษา 
ฟอร์แทรน 90 เพื่อใช้ในการวิเคราะห์คานที่มีความยาวส่วนโค้ง 
แปรเปลี่ยนได้

4.  วิธีการยิงเป้า
  ส�าหรับการศึกษานี้ได้ใช้ค�าตอบเชิงตัวเลขจากวิธียิงเป้า  
(SOM) เพื่อน�ามาตรวจสอบค�าตอบที่ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์- 
เอลิเมนต์ (FEM) โดยชุดสมการครอบคลุมปัญหาที่เป็นสมการ 
เชิงอนุพันธ์อันดับท่ี 1 ประกอบด้วย สมการความสัมพันธ์เชิง 
เรขาคณิตของคาน สมการความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์และ 
ความโค้งดงัแสดงในสมการที ่(2) และสมการสมดลุของแรงและ 
โมเมนต์ดังสมการที่ (3) ซึ่งจัดเป็นปัญหาเงื่อนไขขอบเขตแบบ  
2 จดุ และเหมาะท่ีจะหาค�าตอบเชิงตวัเลขโดยอาศยัวธิกีารยงิเป้า  
เพื่อให้ง่ายต่อการค�านวณ ตัวแปรต่างๆ ในสมการครอบคลุม 
ปัญหาเหล่านี้จะจัดให้อยู่ในรูปแบบไร้หน่วย ตามความสัมพันธ ์
ต่อไปนี้



270 วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 42 ฉบับที่ 3 กรกฎาคม - กันยายน 2562

                           (13ก)

                              (13ข)

 จากสมการที่ (13) ท�าให้สามารถเขียนสมการครอบคลุมปัญหา สมการที่ (2ข)-(2ง) และสมการที่ (3ก)-(3ค) ให้อยู่ในรูปของ 
สมการไร้หน่วย ได้ดังนี้

 
ˆ ˆ sint

dy s
ds

θ∗ =
                                                      

(14ก) 

   
ˆ ˆ cost

dx s
ds

θ∗ =
                                                       

(14ข)

ˆ
t̂

d s M
ds
θ
∗ =

                                                          
(14ค)

  ˆ ˆ ˆ ˆ sint
dN dV s w
ds ds

θ θ∗ ∗= −
                                             

(14ง)

  
ˆ ˆ ˆ ˆ cost

dV dN s w
ds ds

θ θ∗ ∗= − −
                                           

(14จ)

  
ˆ ˆ

t̂
dM s V
ds∗

=
                                                           

(14ฉ)

 จุดรองรับด้านซ้าย (จุด A) ของคานก�าหนดให้อยู่ที่พิกัด    
ˆ 0x =  และ ˆ 0y =  ขณะที่จุดรองรับด้านขวา (จุด B) ของคาน 

อยู่ที่พิกัด ˆ 1x =  และ ˆ ˆBy y=  เนื่องจากจุดรองรับทั้ง 2 ข้าง 
ของคานเป็นแบบยึดหมุน ดังนั้นโมเมนต์ดัด ( M̂ ) ที่ปลายทั้ง  
2 ข้างของคานเท่ากบัศนูย์ อย่างไรกด็ ีค่ามุม (θ ) และแรงเฉอืน  

(V̂ ) เป็นตัวแปรไม่ทราบค่า แรงดึงตามแนวแกน ( N̂ ) ที่ปลาย  
B ก�าหนดให้เท่ากบั ˆ ˆ

BN N=  ขณะทีแ่รงดงึทีป่ลายอกีด้านหนึง่ 
เป็นตวัแปรไม่ทราบค่า ดงัน้ันในกระบวนการค�านวณ ค่าเง่ือนไข 
ขอบเขตทีป่ลายทัง้ 2 ข้างของคาน ทัง้ทีท่ราบค่า และไม่ทราบค่า  
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบไร้หน่วยดังสมการต่อไปนี้

จุดรองรับ A                                             (15ก)

จุดรองรับ B                                             (15ข)

 กระบวนการหาค�าตอบเชิงตัวเลขสามารถสรุปเป็นข้ันตอน 
ได้ดังต่อไปน้ี เร่ิมแรกให้ก�าหนดค่าของตัวแปรควบคุม t̂s   
(ความยาวส่วนโค้งของคานไร้หน่วย) และค่าเงื่อนไขขอบเขต  
( x̂ , ŷ , N̂  และ M̂ ที่ 1s∗ = ) จากนั้นประมาณค่าเริ่มต้น 
ของตัวแปรไม่ทราบค่าซึ่งประกอบด้วย θ  และ V̂ ที่ 1s∗ =    
ให้เท่ากับ Bθ  และ B̂V  ตามล�าดับ และประมาณค่าน�้าหนัก 

ของคานแบบไร้หน่วย (ŵ ) โดยอาศัยทฤษฎีของคานที่แอ่นตัว 
น้อยแบบเป็นเชงิเส้นเพือ่ใช้เป็นค่าเดาเริม่ต้น จากนัน้ อนิทรเิกรต 
สมการครอบคลุมปัญหาทั้ง 6 สมการ (สมการที่ (14)) ตามพิกัด 
ส่วนโค้งของคานจาก s∗ = 1 ถึง s∗ = 0 (จากจุด B ถึงจุด A)  
ด้วยวิธี Cash-Karp Runge-Kutta อันดับที่ 5 โดยควบคุม  
Step Size ของการอินทริเกรต เพื่อให้ได้ค�าตอบเชิงตัวเลขที ่
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มคีวามถกูต้องแม่นย�าเพยีงพอ การศึกษานีใ้ช้ Step Size เท่ากบั  
0.01 [29] จากนัน้ใช้กระบวนการกระท�าซ�า้ Newton-Raphson   
เพือ่ท�าการปรับแก้ค่าเร่ิมต้นของตวัแปรท่ีไม่ทราบค่า ( Bθ , B̂V , ŵ )  

จนกระทัง้ผลลพัธ์ลูเ่ข้าและสอดคล้องกบัเงือ่นไขในสมการที ่(16)  
โดยก�าหนดค่าความคลาดเคลือ่นทีย่อมให้ (Tolerance) เท่ากบั  
10-12 [29]

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ, ,

ˆˆ ˆMin 0 0 0 0
B BV w

x y M
θ

Φ = + + =
                                 

(16)

ตารางที่ 1   เปรียบเทียบผลค�าตอบเชิงตัวเลขส�าหรับกรณีที่จุดรองรับของคานอยู่ในระดับเดียวกัน ( /h L= 0.0) ภายใต้น�้าหนัก
บรรทุก (ŵ = 8.00)

 ขั้นตอนสุดท้ายให้บวกส่วนเพิ่ม t̂s∆ เข้ากับค่าตัวแปร 
ควบคุม t̂s  และท�าซ�้ากระบวนการดังกล่าวข้างต้นทั้งหมดเพื่อ 
สร้างเส้นโค้งความสมัพนัธ์ระหว่าง Aθ  และ ŵ  ซึง่ค่าทีม่ากสดุ 
ของ ŵ  บนเส้นโค้งความสัมพันธ์ดังกล่าว คือค่าน�้าหนักวิกฤต 
ของคาน ( ˆ crw )

5. ผลค�าตอบเชิงตัวเลข
  เพือ่ตรวจสอบความถกูต้องของแบบจ�าลองทางคณติศาสตร์ 
และผลเฉลยเชิงตัวเลข โดยน�าค�าตอบที่ได้จากระเบียบวิธีไฟ- 
ไนต์เอลิเมนต์ (FEM) มาเปรียบเทียบกับผลที่ได้จากวิธียิงเป้า 
(SOM) ดังแสดงในตารางที่ 1 และตารางที่ 2 ส�าหรับคานที่ม ี
จุดรองรับทั้ง 2 อยู่ในระดับเดียวกัน ( /h L = 0.0) และอยู่ต่าง 

ระดับกัน ( /h L = 0.5) ตามล�าดับ ซึ่งค่าต่างๆ ที่แสดงใน 
ตารางนี้เป็นค่าแบบไร้หน่วยซึ่งค�านวณได้จากสมการที่ (13)  
การตรวจสอบของตัวอย่างน้ี ก�าหนดให้น�้าหนักไร้หน่วยของ 
คาน (ŵ ) เท่ากับ 8 ขณะที่ค่าแรงดึงไร้หน่วยที่ปลายด้านขวา  
( ˆ

BN ) มีค่าตั้งแต่ 0 ถึง 8 ประกอบด้วย ˆ
BN = 0, 2, 4, 6 และ  

8 ตามล�าดับ ค�าตอบที่น�ามาเปรียบเทียบกันได้แก่ ค่าการ 
แอ่นตัวสูงสุด ( ˆmaxy ) ค่าโมเมนต์ดัดสูงสุด ( ˆ

maxM ) ค่าแรงฉือน 
สูงสุด ( m̂axV ) ค่าความยาวส่วนโค้งทั้งหมดของคาน ( t̂s ) มุมที่ 
จุดรองรับ A ( Aθ ) และจุดรองรับ B ( Bθ ) จากการตรวจสอบ  
พบว่าผลค�าตอบเชิงตัวเลขที่ได้จากทั้ง 2 วิธีนี้มีความถูกต้อง 
และสอดคล้องกันเป็นอย่างดี ทั้งกรณีที่จุดรองรับอยู่ในระดับ 
เดียวกัน ( /h L = 0.0) และอยู่ต่างระดับกัน ( /h L = 0.5)

ˆ
BN  

A  (- B ) ˆmaxy  ˆ
maxM  m̂axV  t̂s  

FEM SOM FEM SOM FEM SOM FEM SOM FEM SOM 
0 0.46764 0.46746 0.15177 0.15171 1.35551 1.35521 4.73301 4.73129 1.05597 1.05593 

2 0.32008 0.32007 0.10149 0.10149 0.93871 0.93874 3.65840 3.65801 1.02537 1.02537 

4 0.25969 0.25969 0.08159 0.08159 0.75993 0.75995 3.14446 3.14425 1.01648 1.01648 

6 0.22134 0.22134 0.06911 0.06912 0.64471 0.64473 2.79864 2.79851 1.01187 1.01187 

8 0.19391 0.19391 0.06026 0.06026 0.56170 0.56171 2.54235 2.54227 1.00904 1.00904 
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 ส�าหรับการศึกษาพารามเิตอร์ต่างๆ ทีม่ผีลต่อการแอ่นตวัมาก
ของคานทีค่วามยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่นได้ ค่าแรงดึงทีจุ่ดรองรบั  
B ก�าหนดให้อยู่ในช่วงตั้งแต่ 0 ถึง 10 ค่าความต่างระดับของ 
จุดรองรับทั้ง 2 ข้างของคาน ( /h L ) อยู่ในช่วงตั้งแต่ -1.0 ถึง  
1.0 ซึง่ประกอบด้วย /h L = -0.5, 0.0, 0.5 และ 1.0 ตามล�าดับ  
เส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุกและการเคลื่อนท่ี 
ซึ่งพิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักคาน (ŵ ) และมุมท่ี 
จุดรองรับ A ( Aθ ) ส�าหรับคานท่ีมีจุดรองรับท้ัง 2 ข้างอยู่ใน 
ระดับเดียวกัน ( /h L = 0.0) อยู่ต่างระดับกันโดยลดระดับ 
จุดรองรับ B ลง ( /h L > 0.0) และอยู่ต่างระดับกันโดยยกจุด 
รองรับ B ขึ้น ( /h L < 0.0) ดังแสดงในรูปที่ 3-5 ตามล�าดับ  
เสถียรภาพของคานสามารถตรวจสอบได้จากรูปดังกล่าวนี้ โดย 
ใช้วิธีการสังเกตุเครื่องหมายของสติฟเนสของคานจากเส้นโค้ง 

ความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรรทุกและการเสียรูป โดย 
หากเครื่องหมายของสติฟเนสมีค่าเป็นบวก ศูนย์ และ ลบ 
หมายถงึสภาวะสมดลุแบบมเีสถยีรภาพ วกิฤต และไร้เสถยีรภาพ  
ตามล�าดับ จากรูปแสดงให้เห็นว่า ที่สภาวะสมดุลแบบมีเสถียร- 
ภาพ (Stable Equilibrium) ค่า Aθ  จะเพิ่มขึ้นเมื่อค่า ŵ   
เพิ่มมากขึ้นจนกระทั่งถึงค่าสูงสุดของ ŵ  ซึ่งเรียกว่าค่าน�้าหนัก 
วกิฤตของคาน ( ˆ criw )  ทีจ่ดุสงูสดุน้ีคอื “สภาวะวกิฤต” (Critical  
State) ของคาน หลกัจากเกดิสภาวะวกิฤตแล้ว ค่า ŵ  ไม่สามารถ 
เพิ่มข้ึนได้อีกต่อไป และภายหลังการเกิดสภาวะวิกฤต เมื่อค่า 
ของมุม Aθ เพิ่มขึ้นค่าน�้าหนักบรรทุกมีค่าลดลงอย่างต่อเนื่อง  
(ค่าสติฟเนสเป็นลบ) สภาวะเช่นนี้เรียกว่า “สมดุลแบบไม่มี 
เสถียรภาพ” (Unstable Equilibrium) 

รูปที่ 3  ความสัมพันธ์ระหว่าง ŵ  และ Aθ  ของคานที่มีจุดรองรับอยู่ในระดับเดียวกัน ( /h L = 0.0) ส�าหรับค่า ˆ
BN ต่างๆ

ตารางที่ 2 เปรียบเทียบผลค�าตอบเชิงตัวเลขส�าหรับกรณีที่จุดรองรับของคานอยู่ต่างระดับกัน ( /h L= 0.5) ภายใต้น�้าหนัก
บรรทุก (ŵ = 8.00)
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รูปที่ 4  ความสัมพันธ์ระหว่าง ŵ  และ Aθ  ของคานที่ลดระดับจุดรองรับด้านขวาลง ( /h L > 0.0) ส�าหรับค่า ˆ
BN ต่างๆ

รูปที่ 5  ความสัมพันธ์ระหว่าง ŵ  และ Aθ  ของคานที่ยกระดับจุดรองรับด้านขวาขึ้น ( /h L < 0.0) ส�าหรับค่า ˆ
BN ต่างๆ

 เมื่อพิจารณาที่ค่า ˆ
BN = 6.0 และค่า /h L = 0.5 รูปร่าง 

การแอ่นตวัของคานต่างละดบัท่ีมคีวามยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่น 
ได้แสดงในรูปที่ 6 ทั้งรูปร่างการแอ่นตัวที่สภาวะสมดุลแบบมี 
เสถียรภาพ (Stable) แบบวิกฤต (Critical) และแบบไม่ม ี
เสถียรภาพ (Unstable) ส�าหรับรูปร่างการแอ่นตัวของคานที่ 
สภาวะวิกฤต คานจะรับน�้าหนักวิกฤตเท่ากับ ˆ criw = 19.27756  

อย่างไรกด็ ีถ้าน�า้หนกับรรทกุน้อยกว่าน�า้หนกัวกิฤต  ( ˆ ˆ criw w< )  
ยกตัวอย่างเช่น ŵ  = 9.5 จะท�าให้เกิดรูปร่างการแอ่นตัวได้  
2 รูปแบบ ได้แก่ รูปร่างท่ีมีการแอ่นตัวท่ีน้อยกว่าคือสภาวะ 
สมดุลแบบมีเสถียรภาพ และรูปร่างท่ีมีการแอ่นตัวท่ีมากกว่า 
คือสภาวะสมดุลแบบไม่มีเสถียรภาพ ดังแสดงในรูปที่ 6

  
(ก) /h L = 0.5 (ข) /h L = 1.0 
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(ก) /h L = -0.5 (ข) /h L = -1.0 
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รูปที่ 6  รูปร่างการแอ่นตัวที่สภาวะสมดุลต่างๆ ของคานที่ลดระดับจุดรองรับด้านขวาลง /h L = 0.5 และ ˆ
BN = 6.0

Dimensionless x-coordinate
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รูปที่ 7  แรงภายในที่สภาวะสมดุลต่างๆ ของคานเมื่อลดระดับจุดรองรับด้านขวาลง /h L = 0.5 และ ˆ
BN = 6.0

  Dimensionless x-coordinate
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 จากรูปแบบการแอ่นตัวของคานที่สภาวะสมดุลทั้ง 3 แบบ 
ในรูปที่ 6 ค่าแรงดึงตามแนวแกนไร้หน่วยและค่าโมเมนต์ดัด 
ไร้หน่วย ท่ีต�าแหน่งต่างๆ ตามแนวราบของคานได้แสดงใน 
รูปที่ 7(ก) และ 7(ข) ตามล�าดับ ซึ่งแสดงทั้งสภาวะสมดุลแบบ 
มีเสถียรภาพ ไร้เสถียรภาพ และสภาวะวิกฤต จากรูปที่ 7(ก)  
ค่าแรงดึงที่จุดรองรับ B (ด้านขวา) ของสภาวะสมดุลทั้ง 3  
รปูแบบมค่ีาเท่ากนั เนือ่งจากก�าหนดแรงดงึทีด้่านขวาให้เท่ากนั 
ตั้งแต่แรก อย่างไรก็ดี แรงดึงตามแนวแกนระหว่างจุดรองรับ 

ของแต่ละสภาวะจะไม่เท่ากัน แต่ทว่า แรงดึงท่ีจุดรองรับ A  
(ด้านซ้าย) ณ สภาวะสมดุลแบบมีเสถียรภาพเท่ากับสภาวะ 
สมดลุแบบไม่มีเสถยีรภาพเนือ่งจากน�า้หนกักระท�าทัง้ 2 สภาวะ 
นี้เท่ากัน ( ŵ = 9.5) จากรูปที่ 7(ข) โมเมนต์ดัดที่สภาวะสมดุล 
ต่างๆ จะแตกต่างกันโดยส้ินเชิง ซึ่งสอดคล้องกับการแอ่นตัว 
ของคาน ที่สภาวะสมดุลแบบไม่มีเสถียรภาพ คานเกิดการ 
แอ่นตวัมากทีส่ดุส่งผลให้เกดิโมเมนต์ดดัสงูกว่าสภาวะสมดลุอืน่
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 Applied tension at support B, 
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 น�้าหนักวิกฤตของคาน ( ˆ criw ) เนื่องจากผลกระทบของแรง 
ดงึทีจ่ดุรองรบั B ( ˆ

BN ) และค่าระดบัตามแนวดิง่ของจุดรองรบั  
B ( /h L ) แสดงในรูปที่ 8 และผลค�าตอบเชิงตัวเลขของ ˆ criw   
แสดงในตารางที่ 3 ส�าหรับกรณีที่ ˆ

BN = 0 พบว่าค่าน�้าหนัก 
วกิฤตของคานเท่ากบั ˆ criw = 8.25298, 2.66360 และ 8.80873  
เมื่อ /h L = 0, -1.0 และ 1.0 ตามล�าดับ ซึ่งค่าน�้าหนักบรรทุก 
วิกฤตนี้สอดคล้องกับผลงานวิจัยของ Athisakul และ Chu- 
cheepsakul [12] อย่างไรก็ดี เมื่อคานได้รับแรงดึงที่จุดรองรับ  
B ( ˆ

BN > 0) ผลค�าตอบเชิงตัวเลขแสดงให้เห็นว่า ผลของแรงดึง 
ที่ปลายคาน ( ˆ

BN ) ท�าให้น�้าหนักวิกฤตของคานเพิ่มขึ้น ส�าหรับ 

ผลกระทบจากความต่างระดับของจุดรองรับทั้ง 2 ข้าง ( /h L)  
ผลค�าตอบเชงิตวัเลขแสดงให้เห็นว่า การลดระดับของจดุรองรบั 
ด้านขวาลงช่วยเพิ่มสติฟเนสให้คานและท�าให้ค่า ˆ criw เพิ่มขึ้น  
ในทางตรงกันข้ามค่า ˆ criw  จะลดลงเมื่อยกระดับของจุดรองรับ  
B ขึ้น [12] นอกจากนั้นผลการศึกษาพบว่า ค่าความต่างระดับ 
ของจุดรองรับทั้ง 2 ข้างท�าให้ค่าความยาวส่วนโค้งที่สภาวะ 
วกิฤตของคานเปลีย่นแปลง และส่งผลให้เส้นกราฟความสมัพนัธ์ 
ระหว่างน�้าหนักวิกฤตและแรงดึงที่ปลายมีความชันที่แตกต่าง 
กันดังแสดงในรูปที่ 8

รูปที่ 8  ความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักวิกฤต ( ˆ criw ) และแรงดึงที่จุดรองรับ B ( ˆ
BN ) ส�าหรับค่า /h L ต่างๆ

ตารางที่ 3  น�้าหนักวิกฤตของคานที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ (VAL Beam) และมีจุดรองรับต่างระดับ  ( /h L ) ภายใต ้
แรงดึงที่จุดรองรับ B

ˆ
BN  

ˆ criw ) 

/h L = -1.0 /h L = -0.5 /h L = 0.0 /h L = 0.5 /h L = 1.0 

0 2.66360 5.17197 8.25298 9.12237 8.80873 

2 4.01910 6.87157 10.52264 12.41394 13.65632 

4 5.41125 8.62371 12.86973 15.81466 18.42518 

6 6.82003 10.41185 15.27489 19.27756 23.12103 

8 8.23559 12.22515 17.72431 22.77671 27.76229 

10 9.65308 14.05631 20.20796 26.29759 32.36303 
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6. สรุป
  บทความวิจัยนี้น�าเสนอผลกระทบของแรงดึงที่จุดรองรับ 
ต่อการแอ่นตวัมากของคานทีม่คีวามยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่นได้  
และมีจุดรองรับทั้ง 2 ด้านที่มีระดับต่างกัน แบบจ�าลองทาง 
คณิตศาสตร์ของคานที่พัฒนาขึ้นมาได้ใช้ 2 วิธีที่ต่างกัน วิธีแรก 
ใช้หลักการสมดุลของแรงและโมเมนต์ของชิ้นส่วนย่อยของคาน  
ซึง่ท�าให้ได้เซตของสมการครอบคลมุปัญหาทีอ่ยูใ่นรปูของสมการ 
เชิงอนุพันธ์อันดับที่ 1 เซตของสมการดังกล่าวน้ี สามารถหา 
ค�าตอบเชิงตัวเลขได้ด้วยระเบียบวิธียิงเป้า วิธีที่ 2 ใช้หลักการ 
ของงาน-พลังงาน เพื่อสร้างสมการแบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ 
ที่อยู่ในรูปของสมการอินทริกรัล ซึ่งอาศัยระเบียบวิธีไฟไนต์- 
เอลิเมนต์ในการหาค�าตอบเชิงตัวเลข การเปรียบเทียบค�าตอบ 
เชิงตัวเลขที่ได้จาก 2 วิธีนี้มีความสอดคล้องกัน ผลกระทบของ 
แรงดงึทีป่ลายและความต่างระดบัของจุดรองรบัต่อการแอ่นตัว 
ของคานได้ถูกน�าเสนอ การตรวจสอบเชิงตัวเลขแสดงให้เห็นว่า  
แรงดึงที่ปลายคานและการลดระดับของจุดรองรับด้านขวาลง 
ช่วยเพิ่มสติฟเนสให้คาน และเพิ่มน�้าหนักบรรทุกวิกฤตรวมถึง 
เสถียรภาพของคานด้วย อย่างไรก็ดี คานจะสูญเสียเสถียรภาพ 
เมื่อยกจุดรองรับด้านขวาของคานขึ้น เพราะท�าให้น�้าหนัก 
บรรทุกวิกฤตของคานลดลง แบบจ�าลองทางคณิตศาสตร์ของ 
คานที่ได้รับการพัฒนาขึ้นมา สามารถประยุกต์และพัฒนา 
ต่อยอดเพื่อใช้ส�าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างอื่นๆ ที่มีความ 
คล้ายคลึงกัน ได้แก่ 1) ท่อล�าเลียงของไหลใต้ทะเล โดยการ 
จ�าลองแรงจากคลื่นและกระแสน�้าเพิ่มเข้าไป และ 2) ประยุกต ์
ใช้ส�าหรับการวิเคราะห์โครงสร้างประเภทเคเบิล โดยการตัด 
พจน์ของสติฟเนสต้านการดัดออก เป็นต้น
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