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พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ Elastica ที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้โดย 
มีสปริงต้านทานการหมุนแบบอิลาสติก-พลาสติกภายในช่วงความยาวของ Elastica

บทความนี้รายงานการศึกษาพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ Elastica ที่มีความยาวส่วนโค้ง 
แปรเปลีย่นได้ทีเ่ชือ่มต่อกันด้วยสปรงิต้านทานการหมนุ โดยสปรงิต้านทานการหมนุมทีัง้หมด 
สามแบบ ได้แก่ ยดืหยุน่เชงิเส้น ยดืหยุน่เชงิเส้นคู ่และอลิาสติก-พลาสตกิ ปลายด้านหนึง่ของ  
Elastica ยึดติดกับจุดรองรับแบบหมุนได้อย่างอิสระปลายอีกด้านวางอยู่บนจุดรองรับแบบ 
รางเลื่อนในแนวราบ สปริงต้านทานการหมุนวางห่างจากจุดรองรับแบบหมุนได้อย่างอิสระ 
ตามระยะที่ก�าหนด แรงอัดกระท�าที่ปลายด้านจุดรองรับแบบรางเลื่อนในแนวราบเพื่อดัน 
ความยาวส่วนโค้งของ Elastica เข้าไปในระบบและสังเกตพฤติกรรมหลังการโก่งเดาะได้  
ชดุของสมการอนพุนัธ์ครอบคลมุปัญหาสามารถหาได้จากสมการสมดุล ความสมัพนัธ์ระหว่าง 
โมเมนต์และความโค้ง และความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิต เนื่องจากปัญหานี้เป็นปัญหาแบบ 
ขอบเขตสองจุดจึงใช้วิธี Shooting Method ในการศึกษา การค�านวณผลเฉลยใช้การ 
อินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบ Runge-Kutta จนกระทั่งสอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขต จากผล 
การค�านวณ พบว่า Elastica อยู่ในสภาวะไร้เสถียรภาพหลังการโก่งเดาะ และเมื่อสปริง 
ต้านทานการหมุนเกิดการคราก แรงอัดอาจลดลงอย่างทันที ซึ่งขึ้นอยู่กับอัตราส่วนของ 
สติฟเนส 2 1/r k k=  และ Elastica สามารถเปลี่ยนกลับมาอยู่ในสภาวะที่มีเสถียรภาพได ้
ในช่วงใดช่วงหนึ่งของความยาวส่วนโค้งทั้งหมด นอกจากน้ัน ยังพบว่าสามารถเกิดการ 
หมุนกลับด้านของสปริงต้านทานการหมุนได้ซึ่งเป็นอีกประเด็นหนึ่งที่น่าสนใจ
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Postbuckling Behavior of Variable-Arc-Length Elastica Linked with  
Elastic-Plastic Rotational Spring Joint within the Span-Length of the Elastica

This paper reports the investigation on postbuckling behavior of a variable- 
arc-length elastica connected with a rotational spring joint where three  
types of the spring joint (i.e., linear elastic, bilinear elastic, and elastic- 
plastic) were considered. One end of the elastica was attached on the  
hinged joint while the remote end was placed on the horizontal slider  
support. The rotational spring joint was located at a given distance apart  
from the hinged joint. Compression force was exerted at the horizontal  
slider support to push the arc-length into the system; the postbuckling  
behavior was then observed. A set of governing differential equations  
were obtained from the equilibrium equations, moment-curvature relation  
and geometric relations. Since this problem is a two-point boundary value  
problem, the shooting method was employed in this study. Numerical  
integration (i.e., Runge-Kutta method) was performed so that the boundary  
conditions were satisfied. It was found that the elastica became unstable  
after buckling and, after yielding of the spring joint, the compression might  
drop suddenly, depending on the ratio of the stiffness, 2 1/r k k= . The  
elastica could turn into stable equilibrium for an interval of total arc- 
length.  Moreover, reverse rotation of the spring joint could occur,  
representing another interesting aspect of the problem.
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1. บทน�า
 โครงสร้างหรือชิ้นส่วนอาทิ เช่น สายเคเบิล ท่อล�าเลียง 
ของไหล เป็นต้น สามารถเกิดการแอ่นตัวได้มากในขณะที่ความ 
เครียดมีค่าน้อย ทั้งนี้ เนื่องจากโครงสร้างดังกล่าวมีความชะลูด  
(Slenderness) สูงมาก ซึ่งท�าให้ไม่สามารถใช้ทฤษฎีคานแบบ  
Euler-Bernoulli (ใช้ส�าหรับกรณีการโก่งตัวมีค่าน้อย) ในการ 
แก้ไขปัญหาได้ ปัญหาในลกัษณะทีเ่กีย่วข้องกบัรปูร่างสมดลุของ 
เส้นโค้งที่โก่งตัวมากและความเครียดมีค่าน้อยเส้นโค้งดังกล่าว 
เรียกว่า Elastica ซึ่งสามารถใช้ทฤษฎี Elastica ในการแก้ไข 
ปัญหาได้ การศึกษาพฤติกรรมของ Elastica เกิดขึ้นอย่าง 
แพร่หลายและต่อเนื่อง โดยอาจแบ่งการศึกษาพฤติกรรม  
Elastica ได้สองรูปแบบคือ Elastica ที่มีความยาวคงที่  
(Constant Length Elastica) และ Elastica ที่มีความยาว 
ส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้ (Variable-Arc-Length Elastica หรือ 
เรยีกโดยย่อว่า VAL Elastica) ลกัษณะพเิศษของ VAL Elastica  
คอืปลายด้านหนึง่อนุญาตให้ความยาวส่วนโค้งสามารถเล่ือนไถล 
เข้ามาในระบบได้ในขณะที่ความยาวช่วง (Span-Length) มีค่า 
คงที่ เป็นผลให้ความยาวส่วนโค้งทั้งหมดภายหลังการโก่งเดาะ 
มีความยาวที่เปลี่ยนแปลงไปแบบจ�าลองแบบ VAL Elastica  
ได้น�าไปประยุกต์ใช้กับการศึกษาพฤติกรรมของท่อล�าเลียง 
ของไหลใต้มหาสมทุรซึง่ปลายด้านหนึง่ของท่อยดึอยูก่บัหลุ่มเจาะ  
ในขณะที่ปลายด้านหนึ่งที่อยู่บนเรือเดินสมุทรสามารถปล่อย 
ความยาวของท่อล�าเลียงให้เพ่ิมขึ้นได้ Elastica ทั้งสองแบบนี ้
มีพฤติกรรมที่แตกต่างกัน โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อถูกกระท�าโดย 
แรงอัดตามแนวแกน (Compression) Elastica ที่มีความยาว 
คงที่ภายใต้แรงอัดแสดงพฤติกรรมแบบมีเสถียรภาพ (Stable)  
หลังการโก่งเดาะ [1-4] ในขณะที่ Elastica ที่มีความยาวส่วน 
โค้งแปรเปลี่ยนได้ภายใต้แรงอัดแบบเดียวกันแสดงพฤติกรรม 
แบบไร้เสถียรภาพ (Unstable) หลังการโก่งเดาะ [5, 6] ซึ่ง  
Elastica ที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปลี่ยนได้นิยมน�าไปใช้ใน 
แบบจ�าลองของท่อล�าเลียงใต้ทะเล (Marine Risers) [7] โดย 
ความยาวส่วนโค้งของ Elastica สามารถเพิ่มขึ้นได้เป็นผลให ้
สตฟิเนสการดดัลดลง ดงันัน้เมือ่ความยาวส่วนโค้งเพิม่ขึน้ท�าให้ 
เกิดสภาวะสมดุลที่ไร้เสถียรภาพภายหลังการโก่งเดาะ โดย 
ความยาวส่วนโค้งที่เพิ่มขึ้นท�าให้มีโอกาสท่ีเกิดการหักงอของ 
ท่อล�าเลียงได้ ซึ่งในงานวิจัยของ Phungpaingam และ  
Chucheepsakul [6] ได้ท�าการศึกษาพฤติกรรมของ Elastica  

ที่มีสปริงต้านทานการหมุนภายในช่วงความยาวของ Elastica  
โดยใช้สปริงต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นเป็นแบบ 
จ�าลองการหกังอของ Elastica การศึกษาดงักล่าวเป็นการศึกษา 
พฤติกรรมของ Elastica สองชิ้นส่วนท่ีเชื่อมต่อกันด้วยสปริง 
ต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น  และเป็นการศึกษา 
พฤติกรรมที่ส่งผลกระทบต่อกัน (Interaction) ของ Elastica  
สองชิ้นส่วนซ่ึงมีงานวิจัยท่ีค่อนข้างจ�ากัด อีกตัวอย่างหนึ่งของ 
การศึกษา Elastica สองช้ินส่วนทีเ่ชือ่มต่อกันด้วยสปริงต้านทาน 
การหมุนคือ Dado และคณะ [8] ซึ่งได้ศึกษาพฤติกรรมของ  
Elastica ที่เป็นเสายื่น (Cantilever Column) ที่เชื่อมต่อกัน 
ด้วยสปริงต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น ซึ่งเป็นการ 
ศึกษาในส่วนของ Elastica ที่มีความยาวคงที่ แต่อย่างไรก็ตาม 
งานวิจัยทั้งสองชิ้นนี้ [6, 8] ยังไม่ได้ศึกษาถึงผลกระทบของ 
ลักษณะรูปแบบของสปริงต้านทานการหมุนแบบอ่ืนๆ จึงเป็น 
ประเด็นที่น่าสนใจส�าหรับการศึกษาในบทความนี้
 เนือ่งจากสปรงิต้านทานการหมุนนีอ้าจเกิดขนาดของมุมหมุน 
ที่มีขนาดมากได้ในกรณีที่สปริงมีค่าสติฟ-เนสที่ค่อนข้างน้อย  
ท�าให้มีโอกาสเกิดสภาพของพฤติกรรมของจุดหมุนที่เป็นแบบ 
ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ (Bilinear Elastic Behavior) หรือ เป็นแบบ 
อิลาสติก-พลาสติก (Elastic-Plastic Behavior) ได้ ซึ่งในอดีต 
ที่ผ่านมามีบทความที่เกี่ยวข้องกับพฤติกรรมภายใต้สภาวะที ่
ช้ินส่วนของ Elastica เกดิสภาพท่ีเป็นอลิาสตกิ-พลาสตกิมาแล้ว 
เช่นในงานวิจัยของ [9-11] และเมื่อไม่นานมานี้ในปี คศ. 2016  
Pandit และ Srinivasan [12] ได้ท�าการศึกษาพฤติกรรมการ 
แอ่นตวัมากของคานโค้งท่ีพจิารณาผลกระทบของวสัดท่ีุเป็นแบบ 
อลิาสโต-พลาสตกิ (Elasto-Plastic) ภายใต้แรงกระท�าทีต่ดิตาม 
การเสียรูปของคาน โดยจะเห็นได้ว่าในงานวิจัยของ [9-12]  
มมุลาดเอยีงของคานเพิม่ขึน้ในทิศทางเดยีว พฤตกิรรมการหมนุ 
ของหน้าตัดจึงเป็นการหมุนไปในทิศทางเดียว แต่ในบทความนี ้
มมุหมนุของสปรงิต้านทานการหมนุอาจมกีารเพิม่ขึน้ และลดลง  
(หมุนกลับด้าน) ในขณะที่ความความยาวส่วนโค้งของ Elastica  
จะเพิม่ขึน้อย่างต่อเนือ่งซึง่เป็นประเดน็ทีน่่าศกึษาถงึผลกระทบ 
ที่มีต่อพฤติกรรมของ Elastica
 ในบทความนี้ใช้กระบวนการเชิงตัวเลขในการค�านวณหา 
ผลเฉลย โดยสร้างระบบสมการอนุพันธ์ครอบคลุมปัญหาจาก  
สมการสมดุลของของ Elastica ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต ์
และความโค้ง และความสัมพันธ์เชิงเรขาคณิตของ Elastica  
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หลังจากนั้นท�าการอินทิเกรตด้วยวิธี Runge-Kutta จนกระทั่ง 
สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา แบบจ�าลองของสปริง 
ต้านทานการหมุนในบทความนี้ได้พิจารณาแบบจ�าลองทั้งหมด 
สามแบบคือ 1) ยืดหยุ่นเชิงเส้น (Linear Elastic)  2) ยืดหยุ่น 
เชงิเส้นคู ่(Bilinear Elastic) และ3) อลิาสตกิ-พลาสตกิ (Elastic- 
Plastic) โดยท่ีสปริงต้านทานการหมุนแบบแรกได้มีการศึกษา 
ไว้แล้วโดย Phungpaingam และ Chucheepsakul [6] ดังนั้น 
ในงานวจิัยนี้ได้ขยายขอบเขตของพฤตกิรรมของสปริงต้านทาน 
การหมนุให้ครอบคลมุได้มากยิ่งขึน้ โดยทีผ่ลจากการค�านวณได้ 
ถูกเรียบเรียงในรูปของแผนภาพความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนัก 
บรรทกุ P และขนาดการเปลีย่นแปลงของมมุทีจ่ดุสปรงิต้านทาน 
การหมุน θ∆  กับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  และรูปร่าง 
สมดุลของ Elastica ในสภาวะต่างๆ ซ่ึงสามารถแสดงให้เห็น 
พฤติกรรมโดยรวมของ Elastica ได้ โดยพบว่าภายหลังจาก 
สปริงต้านทานการหมุนการครากน�้าหนักบรรทุก P ลดลง และ 
จะลดลงอย่างชัดเจนเมื่อสติฟเนสของสปริงต้านทานการหมุน 
มีค่าเป็นศูนย์ภายหลังการคราก และอาจมีการเพ่ิมขึ้นของ 
น�้าหนักบรรทุก P ได้ซ่ึงแสดงให้เห็นถึงการมีเสถียรภาพของ  
Elastica ในช่วงสั้นๆ ในขณะที่ความยาวส่วนโค้ง ts  เพิ่มขึ้น 
ขนาดของมุม θ∆  อาจมีค่าที่เพิ่มขึ้นและลดลงได้ ซี่งการ 
เพิม่ขึน้และลดลงของมมุ θ∆   มผีลต่อความสามารถในการถ่าย 
โมเมนต์ทีแ่ตกต่างกนัของสปรงิต้านทานการหมนุทัง้สามรปูแบบ  
ซึ่งงานวิจัยนี้ได้ท�าการแสดงเปรียบเทียบผลท่ีเกิดขึ้น และม ี
พฤติกรรมที่น่าสนใจอาทิเช่น ผลของการเปลี่ยนแปลงสติฟเนส 
ของสปรงิทีจ่ดุครากต่อพฤตกิรรมของ Elastica การมเีสถยีรภาพ 
ของ Elastica ท่ีมคีวามยาวส่วนโค้งแปรเปลีย่นได้ (VAL Elastica)  
พฤติกรรมของ Elastica เมื่อสปริงหมุนกลับด้าน เป็นต้น

2.  สมการครอบคลุมปัญหา
 รูปที่ 1 แสดงรูปร่างของ Elastica ในสภาวะก่อนการโก่ง 
เดาะ และภายหลังการโก่งเดาะ โดยที่ก่อนเกิดการโก่งเดาะ  
Elastica วางตัวในแนวเส้นตรงยึดติดกับจุดรองรับที่จุดแบบ 

หมุนได้อย่างอิสระ ที่ปลายด้าน B  วางอยู่บนจุรองรับแบบ 
รางเลือ่นในแนวราบ (Horizontal Slider) ซึง่อนญุาตให้ชิน้ส่วน  
Elastica สามารถเลื่อนไหลในแนวราบได้อย่างอิสระ และที่จุด    

C  เป็นจดุต่อของ Elastica ทัง้สองชิน้ส่วนซึง่เป็นสปรงิต้านทาน 
การหมนุแบบอลิาสตกิ-พลาสตกิ ความสมัพนัธ์ของโมเมนต์ทีจ่ดุ 
สปริงต้านทานการหมุน sM  กับมุมที่เปลี่ยนแปลงไป θ∆   ดัง 
แสดงในรูปที่ 2  โดยในส่วนที่สาม (ส่วน III ) เป็นส่วนของการ 
หมุนกลับด้าน (Reverse Rotation) (ดังตัวอย่างแสดงลักษณะ 
การหมุนกลับด้านของสปริงในรูปท่ี 1b)) และค่าของมุม 1β   
และ 2β  เป็นค่ามุมของกราฟความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ของ 
สปริงต้านทานการหมุนกับผลต่างของมุมท่ีจุด C ( )θ∆  เมื่อ  
Elastica เกิดการโก่งเดาะอันเนื่องมาจากแรงที่ปลาย P  จะม ี
รูปร่างหลังการโก่งเดาะดังแสดงในรูปที่ 1b) ภายหลังการโก่ง 
เดาะมุมที่ปลาย A  มีค่าเป็น Aθ  ต�าแหน่งของสปริงต้านทาน 
การหมนุอยูท่ี ่( )* *,x y  และผลต่างของมมุทีส่ปรงิต้านทานการ 
หมุนมีค่าเป็น θ∆   ซึ่งเกิดจากการส่งถ่ายโมเมนต์ดัดที่แตกต่าง 
จาก Elastica ที่เชื่อมต่อเป็นเนื้อเดียวกัน ที่จุด B  ซึ่งเป็นจุด 
รองรบัแบบรางเลือ่นในแนวราบ เมือ่เกดิแรงอดั P  ท�าให้ชิน้ส่วน 
ของ Elastica ถูกดันเข้าไปในระบบและความยาวส่วนโค้ง 
ทั้งหมดเพิ่มขึ้น และในขณะที่เกิดการเลื่อนอย่างอิสระนั้นมีแรง 
ทีเ่กดิข้ึนเนือ่งจากการดดัทีป่ลาย B  ซึง่เรียกว่า Configurational  
Force มีค่าเท่ากับ 2 / 2BM EI  แรงดังกล่าวได้รับการพิสูจน์ทั้ง 
ในเชิงทฤษฎีและการทดลองในห้องปฏิบัติการโดย Bosi และ 
คณะ [13-14]  โดยทีแ่รงปฏกิริยิาทีจ่ดุรองรบั และชิน้ส่วนอสิระ 
ของ Elastica แสดงในรูปที่ 3
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รูปที่ 1  รูปร่างของ Elastica ก่อนและภายหลังการโก่งเดาะ 

a) Elastica ก่อนการโก่งเดาะ

b) Elastica ภายหลังการโก่งเดาะและแสดงการหมุนของสปริงต้านทานการหมุน

รูปที่ 2  ความสัมพันธ์ระหว่างโมเมนต์ของสปริงต้านทานการหมุน sM  และมุม θ∆  แบบอิลาสติก-พลาสติก
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รูปที่ 3  แรงปฎิกิริยาที่จุดรองรับของ Elastica

รูปที่ 4  แสดงชิ้นส่วนอิสระของ Elastica

สมการโมเมนต์ในในด้านซ้ายมือและขวามือของสปริงต้านทานการหมุนสามารถแสดงได้ดังนี้ 

ที่จุด D
2

1         
2

B BM MM x P y s L
L EI

α
 

= − + ≤ 
                                      

(1)
ที่จุด E

 
( ) ( )

2
* *

2         
2

B B
s t

M MM x x P y y M L s s
L EI
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= − + + − + ≤ ≤ 
 

                        
(2)

โดยที่ ts คือความยาวส่วนโค้งทั้งหมด s  คือความยาวส่วนโค้ง 
ของ Elastica x  คือระยะในแนวราบของ Elastica y  คือ 
ระยะในแนวดิง่ของ Elastica และ sM  คอืความสามารถในการ 
ส่งถ่ายโมเมนต์ทีจ่ดุต้านทานการหมนุของสปรงิ ซึง่ขึน้อยูกั่บค่า 
สติฟเนส (Stiffness) ของสปริงต้านทานการหมุน มีค่าเท่ากับ  

( )1 1tank β=  และ ( )2 2tank β=  ส�าหรับช่วงที่ I  และ II

ตามล�าดับ ในขณะที่ช่วงที่  III  ค่าสติฟเนส ของสปริงต้านทาน 
การหมนุจะกลบัมาเป็น ( )1 1tank β=  อกีครัง้โดยเป็นการหมนุ 
กลับด้าน ซึ่งพฤติกรรมดังกล่าวจะท�าให้การส่งถ่ายโมเมนต์ดัด 
ผ่านจดุต้านทานการหมนุของสปรงิข้ึนอยูก่บัผลต่างของมมุทีจ่ดุ 

C  ดังแสดงในสมการด้านล่าง



189วารสารวิจัยและพัฒนา มจธ. ปีที่ 43 ฉบับที่ 2 เมษายน - มิถุนายน 2563

( )
( )

1

2

1

                           0

    

                  

p

s p p p f

r r f

k

M M k

k

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

∆ ≤ ∆ ≤ ∆
= + ∆ −∆ ∆ ≤ ∆ ≤ ∆

∆ −∆ ∆ ≤ ∆ ≤ ∆                          

(3)

โดยที่ pM  คือโมเมนต์เมื่อสปริงเกิดการคราก pθ∆ คือมุมที่สปริงเกิดการคราก และมุม rθ∆  สามารถค�านวณได้ดังนี้

  
1

f
r f

M
k

θ θ∆ = ∆ −
                                              

(4)

fθ∆  และ fM  คือผลต่างของมุมของสปริงที่เริ่มหมุนกลับด้าน 
และความสามารถในการส่งถ่ายโมเมนต์เมื่อสปริงเริ่มหมุน 
กลบัด้านตามล�าดับ ภายหลงัจากเขยีนสมการความสมัพนัธ์ของ 

โมเมนต์ดดัภายในช่วงของ Elastica แล้ว ความสมัพนัธ์ระหว่าง 
โมเมนต์ดัดและความโค้งของ Elastica และความสัมพันธ์ 
ทางด้านเรขาคณิตได้แสดงในสมการที่ (5) ถึง (7) ดังนี้
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สมการ (5) ถึง (7) ทั้งหมดประกอบกันเป็นสมการครอบคลุมปัญหา เพื่อความสะดวกในการค�านวณตัวแปรท้ังหมดจะอยู ่
ในรูปของตัวแปรไร้หน่วยดังต่อไปนี้
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(15)

ระบบสมการในรูปตัวแปรไร้หน่วย (8) ถึง (10) เป็นสมการ 
ครอบคลุมปัญหาที่ใช้ในกระบวนแก้ไขปัญหาเชิงตัวเลขในงาน 
วจัิยนี ้โดยระบบสมการดงักล่าวได้อธบิายการโก่งตัวของ Elastica  
ในช้ินส่วนย่อย ds  หากต้องการทราบพฤตกิรรมโดยรวมทัง้หมด 

จ�าเป็นต้องอินทิเกรตระบบสมการ (8) ถึง (10) จากจุดเริ่มต้น 
คือ s =  0 ไปจนถึงจุดปลาย ts s=   โดยที่การอินทิเกรตต้อง 
สอดคล้องกับเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา ซึ่งแสดงเงื่อนไข 
ขอบเขตของปัญหาได้ดังตารางที่ 1

ตารางที่ 1  เงื่อนไขขอบเขตของปัญหา

จากตารางที่ 1 สามารถสร้างสมการเพื่อใช้ในกระบวนการแก้ไขปัญหาได้ดังนี้

( ) 1 0tx s − =                                                          (16)

( ) 0ty s =                                                              (17)

( ) 0tsθ =                                                              (18)
2

* * 0
2

B
B s

MM x P y M
 

− + − = 
                                     

(19)

โดยทีใ่นสมการที ่(19) เป็นเง่ือนไขของโมเมนต์ดดัทีจ่ดุต้านทาน 
การหมุนของของสปริง s α=  (ในสมการที่ (11) ซึ่งมีค่าเท่ากับ 

sM )
  จากสมการครอบคลุมปัญหา (8) ถึง (10) และสมการ 
โมเมนต์ดัด (11) และ (12) และสมการโมเมนต์ของจุดต้านทาน 
การหมุน (13)  จะเห็นได้ว่ามีตัวแปรไม่ทราบค่าทั้งหมด 5  
ตัวแปรคือ ts , P , BM , Aθ  และ θ∆   ในกระบวนการค�านวณ 
เชิงตัวเลขได้ก�าหนดให้ ts  เป็นตัวแปรควบคุม ดังนั้นจึงเหลือ 
ตัวแปรไม่ทราบค่าอีก 4 ตัวแปร ซึ่งจะอาศัยสมการเงื่อนไข 
ขอบเขตของปัญหาในสมการที ่(16) ถงึ (19) เป็นเงือ่นไขในการ 

หาผลเฉลยของปัญหาต่อไป ในการหาผลเฉลยของปัญหานี ้
เนื่องจากเป็นปัญหาที่ระบบสมการอนุพันธ์มีความไร้เชิงเส้นสูง 
ดงันัน้จงึน�ากระบวนการเชงิตวัเลขมาใช้ในการแก้ไขปัญหา โดย 
ในบทความนี้ได้ใช้วิธี Shooting Method แสดงดังรูปที่ 5 โดย 
ในกระบวนการในรูปที่ 5 ใช้วิธี Newton-Raphson ในการท�า 
ให้เงื่อนไขในสมการที่ (16)-(19) ซึ่งก�าหนดให้มีค่าเท่ากับศูนย ์
เป็นจรงิ แต่ในกระบวนการเชงิตัวเลขได้ก�าหนดค่า ε  ซึง่เป็นค่า 
ความคาดเคลื่อนสูงสุดที่ยอมรับได้โดยก�าหนดให้ ε ≤ 10-7  
เป็นเกณฑ์ในการตรวจสอบการลู่เข้าหาค�าตอบ กระบวนการ 
ดังกล่าวเป็นกระบวนการเชิงตัวเลขที่เหมาะสมกับการใช้แก้ไข 
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ปัญหาทีม่ค่ีาขอบเขตชดัเจนเช่นปัญหาทีพ่จิารณาในบทความนี้  
ในระหว่างการอินทิเกรตจาก s =  0 ถึง ts s=  ในกรณีที่มุม 
θ∆  มีขนาดเพิ่มขึ้นโมเมนต์ sM จะมีค่าเป็นไปตามสองล�าดับ 

แรกของสมการที่ (13) เมื่อ θ∆  มีขนาดที่ลดลงโมเมนต์ sM  
จะมค่ีาเป็นไปตามสมการในสองล�าดบัแรกหากก�าหนดให้สปรงิ 
ต้านทานการหมุนเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น หรือ ยืดหยุ่นเชิง 
เส้นคู่ และ sM  มีค่าเป็นไปตามสมการล�าดับที่สามของสมการ 

ที ่(13) เมือ่ก�าหนดให้สปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบอิลาสตกิ- 
พลาสติก โดยที่ต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน (จุด C)  
จะไม่มีความต่อเนื่องของมุม ดังนั้นมุมที่จุดต้านทานการหมุน 
ด้านซ้ายและด้านขวามอืมค่ีาไม่เท่ากนัดังสมการ C Cθ θ θ+ −= + ∆   
โดยที่ Cθ

− และ Cθ
+  คือมุมด้านซ้ายมือ และขวามือที่จุด C  

ตามล�าดับ (ดังแสดงในรูปที่ 1b)

รูปที่ 5  แผนผังในการค�านวณวิธีการ Shooting method

าป้เงิยรากนวบะรก

(8) – (10) ีธวิยดโ Runge-Ku�a โดย

นป็เกออตรกเทินอิรากงบ่แ 2 อืคงวช่

และ

รากนวบะรก้ชใ Newton-Raphson

(16)-(19)

ณวนาํครากกาจ์ธพัลลผ

จบกระบวนการ
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3.  ผลและการวิเคราะห์ผล
 ผลจากการค�านวณได้น�าเสนอในรปูแบบกราฟความสมัพนัธ์ 
ระหว่างแรงกระท�าที่ปลาย P  กับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด 

ts  โดยมีการแปรผันตัวแปรที่ต้องการศึกษาผลกระทบคือ  
ต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน α ค่าสติฟเนสของสปริง 
ต้านทานการหมุน 1 2,k k  นอกจากกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง  
P  และ ts  แล้ว กราฟความสัมพันธ์ระหว่างมุม θ∆  และ ts   
และรปูร่างสมดุลของ Elastica ท่ีสภาวะต่างๆ ได้น�าเสนอในการ 
วิเคราะห์ด้วยเช่นกัน 

 3.1 พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ Elastica
     พฤติกรรมหลังการโก่งเดาะของ Elastica ท่ีมีสปริง 
ต้านทานการหมุนภายในช่วงความยาวของ Elastica ได้มีการ 
ศึกษาโดย Phungpaingam และ Chucheepsakul [6] ซึ่ง 
ในงานวจิยัดงักล่าวได้พจิารณาสปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบ 
ยดืหยุน่เชงิเส้น (Linear Elastic) โดยมีผลทีน่่าสนใจหลายอย่าง 
ด้วยกันโดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อสติฟเนสของสปริงมีค่าเป็นศูนย์  
อาทิเช่น การเกิดรูปร่างสมดุลได้หลายแบบ (Multiple Equi- 
librium Shapes) การเกิดการโก่งเดาะในล�าดับที่สอง (Se- 
condary Buckling) ซึ่งเป็นการโก่งเดาะครั้งที่สองท่ีเกิดข้ึน 
หลังจากการโก่งเดาะในครั้งแรก (Primary Buckling) ใน 
บทความนี้ได้พัฒนาแบบจ�าลองของสปริงต้านทานการหมุนใน 
ลกัษณะทีเ่ป็นแบบอลิาสตกิ-พลาสตกิ โดยศกึษาพฤตกิรรมของ  
Elastica ในสองกรณีดังนี้ 1) พฤติกรรมเมื่อสปริงต้านทานการ 
หมนุเกิดการครากและมกีารเปลีย่นแปลงสตฟิเนส (แบบยดืหยุน่ 
เชิงเส้นคู่) เทียบกับกรณีที่ไม่เกิดการคราก 2) พฤติกรรมของ  

Elastica เม่ือสปรงิเป็นแบบอลิาสติก-พลาสติกและเกิดการหมุน 
กลบัด้าน โดยในกรณีท่ีสปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบยืดหยุ่น 
เชงิเส้นคู ่อาจไม่พบสปรงิต้านทานการหมุนทีม่ลีกัษณะดงักล่าว 
ในทางปฏิบัติ แต่การศึกษาพฤติกรรมของ Elastica ที่มีสปริง 
ต้านทานการหมนุแบบอิลาสติก-พลาสตกิ มคีวามจ�าเป็นในการ 
น�าผลการค�านวณของ fθ∆  และ fM  ในกรณทีีส่ปรงิต้านทาน 
การหมุนเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ เพื่อใช้เป็นข้อมูลน�าเข้า 
ส�าหรับการศึกษาพฤติกรรมของ Elastica ท่ีมีสปริงต้านทาน 
หมุนเป็นแบบอิลาสติก-พลาสติก ผลจากการค�านวณอาจแบ่ง 
การพิจารณาในกรณีแรกโดยแปรผันอัตราส่วนของสติฟเนส 
ของสปริงหมุน 2 1/r k k=  ซึ่งได้ท�าการแปรผันอัตราส่วน r   
ระหว่าง 1 ถึง 0 เมื่อ 1k = 10 และ 100 ตามล�าดับ ที่ต�าแหน่ง 
ของสปริงต้านทานการหมุนแตกต่างกัน (α = 0.25, 0.50 และ 
0.75) ในกรณีที่สองจะเกิดขึ้นเมื่อเกิดการโก่งตัวมากขึ้นซึ่งการ 
เปลี่ยนแปลงของมุมที่สปริงต้านทานการหมุนอาจมีการหมุน 
กลับด้านได้

 3.2 พฤติกรรมของ Elastica เมื่อสปริงต้านทาน
     การหมุนเกิดการคราก
     ในการศึกษาพฤติกรรมของ Elastica ในกรณีนี้ ได ้
แสดงเส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุก P  และ 
ความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  โดยมีการแปรผันอัตราส่วนของ 
สติฟเนสของจุดต้านทานการหมุนภายหลังและก่อนการคราก 

2 1/r k k=  ในแต่ละต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน α
ซึ่งสามารถแสดงได้ดังรูปที่ 6

รูปที่ 6  ความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุก P  กับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  เมื่อแปรผันอัตราส่วนของสติฟเนส r   
  ที่ต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน α ที่แตกต่างกัน
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 รูปที่ 6 แสดงการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรมการรับน�้าหนัก 
บรรทุก P  เมื่อมีการเปลี่ยนแปลงอัตราส่วนของสติฟเนสของ 
จุดต้านทานการหมุน r  โดยได้ท�าการแปรผันค่า r  ระหว่าง  
1 ถึง 0 เมื่อ r = 1 (เส้นสีด�า) หมายถึงพฤติกรรมของสปริงแบบ 
ยืดหยุ่นเชิงเส้นซึ่งได้ท�าการศึกษาไว้แล้วจากงานวิจัยของ  
Phungpaingam และ Chucheepsakul [4] ในบทความนี้ 
ได้ใช้เป็นเส้นเปรียบเทียบกับกรณีที่เกิดการคราก และเมื่อ  

0r =  (เส้นสแีดง) คอืกรณทีีส่ปรงิต้านทานการหมนุมพีฤติกรรม 
แบบจดุหมนุพลาสตกิ (Plastic Hinge) ซึง่สตฟิเนสภายหลงัการ 
ครากมีค่าเป็นศูนย์ ( 2k = 0) จากเส้นโค้งความสัมพันธ์จะเห็น 
ได้ว่าเริม่แรก Elastica เกดิการโก่งเดาะเมือ่น�า้หนกับรรทกุมีค่า 
ถึงจุดวิกฤต criP  ซึ่ง Wang และคณะ [15] ได้น�าเสนอสมการ 
ในการค�านวณหาค่าน�้าหนักบรรทุกวิกฤต criP โดยแสดงใน 
สมการที่ (20) และได้แสดงค่าดังกล่าวไว้ในกราฟแล้ว (รูปที่ 6)

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1tan 1 tan tan 1 0cri cri cri cri cri crik P P a P k P k P a P a     − + + + − − =                      
(20)

เมื่อก�าหนดค่าสติฟเนสของสปริงหมุน 1k  และต�าแหน่งของ 
สปริงหมุน 1a α= −  (แสดงในรูปที่ 1a) สามารถค�านวณค่า 
น�า้หนกับรรทุกวกิฤตได้โดยกระบวนการกระท�าซ�า้ของ Newton- 
Raphson  
 หลังจากการโก่งเดาะของ Elastica แล้วจะสังเกตเห็นว่า 

รูปที่ 6  ความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุก P  กับความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  เมื่อแปรผันอัตราส่วนของสติฟเนส r   
  ที่ต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน α ที่แตกต่างกัน (ต่อ)

น�้าหนักบรรทุก P  ลดลงเมื่อมีการโก่งตัวมากขึ้น (ความยาว 
ส่วนโค้งทั้งหมด ts  เพิ่มขึ้น) ลักษณะของความสัมพันธ์เช่นนี ้
บ่งบอกถึงความไร้เสถียรภาพ (Unstable) ของ Elastica  
น�า้หนกับรรทกุ P  จะลดลงอย่างต่อเนือ่งและเมือ่ถงึจดุทีก่�าหนด 
ให้สปริงต้านทานการหมุนเกิดการคราก ในที่นี้ก�าหนดให้สปริง 
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เกิดการครากเมื่อผลต่างของมุมท่ีจุดสปริงต้านทานการหมุน 
มขีนาดทีม่ากกว่าค่าทีก่�าหนดคอื pθ∆  

ซึง่ในบทความนีก้�าหนด 
ให้เท่ากับ 0.15 เม่ือค่าสติฟเนสก่อนการคราก 1k = 10 และ 
ก�าหนดให้เท่ากบั 0.015 เม่ือ 1k =100 การก�าหนดค่าทีแ่ตกต่าง 
กนัเช่นนีไ้ม่ท�าให้พฤติกรรมโดยรวมเปลีย่นแปลงไป การก�าหนด 
ค่าที่แตกต่างกันเป็นผลมาจากเมื่อค่าสติฟเนส 1k = 10 สปริง 
จะมีลักษณะแบบอ่อน ความสามารถในการถ่ายโมเมนต์ดัดที ่
จุดสปริงต้านทานการหมุนไม่มีประสิทธิภาพท�าให้เกิดผลต่าง 
ของมุมที่จุดดังกล่าวได้มากกว่าในกรณีที่ 1k = 100 ดังนั้นเพื่อ 
ความเหมาะสมจึงได้ก�าหนดขนาดของมุมท่ีท�าให้เกิดการคราก 
แตกต่างกัน  เมื่อสปริงต้านทานการหมุนเกิดการครากจะเห็น 
ได้ว่าน�า้หนกับรรทกุ P  มค่ีาทีล่ดต�า่ลงมากกว่าในกรณทีีไ่ม่เกดิ 
การคราก (เส้นสดี�า) การลดลงจะเกดิมากน้อยเพยีงใดขึน้อยูก่บั 
อัตราส่วนของสติฟเนสภายหลังและก่อนการคราก r  โดยท่ี 
อัตราส่วน r  เมื่อลดลงหมายถึงค่าสติฟเนสภายหลังการคราก 

2k  ลดลงตามไปด้วย ดังนั้นน�้าหนักบรรทุก P  จะมีค่าที่ลดลง 
มากหรือน้อยขึ้นอยู่กับอัตราส่วน r  (สังเกตการลดลงของเส้น 
สีด�า เขียว น�้าเงิน และแดง) และภายหลังจากการลดลงของ 
น�้าหนักบรรทุก P  อาจเป็นการลดลงแบบต่อเนื่อง หรืออาจ 
เกิดการเพิ่มขึ้นของน�้าหนักบรรทุก P  ในช่วงสั้นๆ อีกครั้ง 
ก็เป็นไปได้ขึ้นอยู่กับอัตราส่วนของสติฟเนส r  และต�าแหน่ง 
ของจุดต้านทานการหมุน α  เช่นในกรณีที่ α =  0.25 เมื่อค่า 
อัตราส่วน r  ลดลงเป็น 0.1 จะสังเกตเห็นว่าหลังจากจุดคราก  
น�า้หนกับรรทุก P  ยังคงลดลงอย่างต่อเนือ่ง ในขณะทีค่วามยาว 
ส่วนโค้งทั้งหมด ts  มีค่าเพิ่มขึ้นทั้งในกรณีที่ 1k =10 และ 100  
แสดงถึงสภาวะที่ไร้เสถียรภาพ แต่เมื่อก�าหนดให้อัตราส่วน r   
ลดลงเป็น 0.01 หรือ 0 (เส้นสีน�้าเงินและแดงตามล�าดับ) จะ 
สามารถสังเกตได้ว่าในบางกรณีมีช่วงที่น�้าหนักบรรทุก P  มีค่า 
ที่เพิ่มขึ้นเมื่อความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  เพิ่มขึ้น โดยเฉพาะ 
อย่างยิง่ในกรณทีี ่r = 0 ซ่ึงสปรงิต้านทานการหมนุมพีฤติกรรม 
เป็นจุดหมุนพลาสติก โดยสามารถสังเกตเห็นพฤติกรรมการ 
เพิ่มขึ้นของน�้าหนักบรรทุก P  ได้อย่างชัดเจนในทุกกรณีของ 
ค่าสติฟเนส 1k  และทุกต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน α

อันเป็นสภาวะของ Elastica ที่มีเสถียรภาพ ซึ่งโดยปกติเป็นที ่
ทราบกันดีว่า Elastica ที่มีความยาวส่วนโค้งแปรเปล่ียนได้  
(VAL Elastica) ภายใต้แรงอัดจะเกิดสภาวะท่ีไร้เสถียรภาพ 
หลังจากการโก่งเดาะตลอดช่วงความยาว ts [5] แต่ในกรณีนี้ 
เมื่อเกิดจุดหมุนภายในช่วงความยาวของ Elastica หากเป็นจุด 
หมุนโดยทั่วไป (Hinged Joint) จะเกิดการโก่งเดาะล�าดับที ่
สอง (Secondary Buckling) [6] และถ้าหากเป็นจุดหมุนแบบ 
พลาสติก จะเกิดสภาวะที่มีเสถียรภาพขึ้นมาอีกครั้งหนึ่ง การ 
ลดลงและเพิ่มข้ึนของน�้าหนักบรรทุก P  เมื่อ Elastica มีจุด 
หมุนแบบพลาสติกคล้ายกับพฤติกรรมของ Elastica ที่ปรากฏ 
ในงานวิจัยของ Monasa [9] ซึ่งสติฟเนสโดยรวมของ Elastica  
เพิ่มขึ้นเนื่องจากการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของ Elastica นั่นเอง   
เมือ่น�า้หนกับรรทกุ P  เพิม่ขึน้จนกระทัง่ถงึจดุสงูสดุหลงัจากนัน้ 
น�า้หนกับรรทกุ P  จะลดลงอย่างต่อเนือ่ง ซึง่พฤตกิรรมดงักล่าว 
สามารถแสดงได้อย่างชัดเจนในรปูที ่7 โดยได้น�าเสนอพฤติกรรม 
ของ Elastica 3 กรณีด้วยกันคือ กรณีที่แบบจ�าลองของสปริง 
ต้านทานการหมุนไม่เกิดการคราก สปริงต้านทานการหมุนเกิด 
การครากและมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ และสปริง 
ต้านทานการหมุนเกิดการครากและมีพฤติกรรมแบบอิลาสติก- 
พลาสติก ซึ่งพฤติกรรมทั้งสามแบบได้ถูกน�ามาเปรียบเทียบกัน 
เพื่อแสดงถึงผลกระทบของพฤติกรรมของสปริงต้านทานการ 
หมนุในแต่ละแบบทีม่ต่ีอพฤติกรรมโดยรวมของ Elastica โดยที่ 
เส้น ABFC คือกรณีที่ไม่เกิดการครากของสปริงต้านทานการ 
หมุน เส้น ABDE1FC เป็นกรณีที่เกิดการครากและจุดหมุนเป็น 
แบบจดุหมุนพลาสตกิซ่ึงสามารถสงัเกตพฤตกิรรมได้อย่างชัดเจน  
ในขณะท่ีเส้น ABDE2G ส�าหรับกรณีท่ีจุดต้านทานการหมุน 
เกดิการครากและภายหลงัการครากเมือ่สปรงิต้านทานการหมุน 
มีการหมุนกลับด้านโดยที่สติฟเนสในขณะหมุนกลับด้านมีค่า 
เท่ากับช่วงเริ่มแรกคือ 1k จะท�าให้น�้าหนักบรรทุกเพิ่มขึ้น (เส้น 
สีน�้าเงิน) เม่ือเปรียบเทียบกับกรณีท่ีสปริงต้านทานการหมุน 
หมนุกลบัด้านบนเส้นทางเดมิ (เส้นสแีดง) อนัเน่ืองจากสตฟิเนส 
ที่เพิ่มขึ้นเป็น 1k  ( 1 2k k> )
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รูปที่ 7  ความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุก P  ความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts   

 3.3  ความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่สปริง 
     ต้านทานการหมุน θ∆  และความยาว 
     ส่วนโค้งทั้งหมด ts   
     จากกราฟความสมัพนัธ์ระหว่างขนาดของมมุทีจ่ดุสปรงิ 
ต้านทานการหมุน C Cθ θ θ+ −∆ = −

 
และความยาวส่วนโค้งทัง้หมด 

ts  ในรูปที่ 8a) จะเห็นได้ว่าของมุม θ∆  สามารถเพิ่มขึ้นและ 
ลดลง (หมุนกลับด้าน) โดยเส้นสีด�าแสดงการเพิ่มขึ้นและลดลง 
ของมุม θ∆  เมือ่สปรงิไม่เกดิการคราก (สปริงต้านทานการหมนุ 
เป็นแบบยดืหยุน่เชงิเส้น) ซึง่สอดคล้องกบัความสมัพนัธ์ระหว่าง 

sM  และ θ∆  ในกรณีที่ 1 ในขณะที่เส้นสีแดงแสดงถึงสปริง 
ต้านทานการหมุนเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ (Bilinear Elastic)  
เมื่อขนาดของมุม θ∆  มีค่ามากกว่า pθ∆  จะเกิดการคราก 

และสตฟิเนสของสปรงิเปลีย่นเป็น 2k  ซึง่สามารถสงัเกตถงึการ 
เพ่ิมขึ้นและลดลงของขนาดของมุม θ∆

 ได้อย่างชัดเจน 
เนือ่งจากค่าสตฟิเนสภายหลงัการครากในกรณนีีก้�าหนดให้มค่ีา 
เป็นศูนย์ เมื่อสติฟเนสภายหลังการครากเป็นศูนย์ขนาดของมุม 
θ∆

 จึงสามารถเปลี่ยนแปลงได้อยากมากทั้งการเพิ่มขึ้นและ 
ลดลง (หมุนกลับด้าน) ซึ่งขนาดของมุม  θ∆  ลดลงบนเส้นทาง 
เดียวกันกับการเพิ่มขึ้นของขนาดของมุม  θ∆  และสอดคล้อง 
กับความสัมพันธ์ระหว่าง sM  และ θ∆  ในกรณีที่ 2 (สปริง 
ต้านทานการหมุนแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่) เส้นสีน�้าเงินแสดงให้ 
เห็นถึงการลดลงของขนาดของมุม θ∆  ที่สอดคล้องกับความ 
สัมพันธ์ระหว่าง sM  และ θ∆  ในกรณีที่ 3 (สปริงต้านทาน 
การหมุนเป็นแบบอิลาสติก-พลาสติก) ซึ่งเมื่อเกิดการหมุนกลับ 
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ด้านสตฟิเนสของสปรงิจะมีค่าเท่ากบัค่าสตฟิเนสเริม่แรกคือ 1k     
อีกคร้ัง (เส้นตรงคู่ขนาน สีน�้าเงินของกราฟความสัมพันธ ์

sM θ−∆ ) 
 รปูท่ี 8b)  แสดงการเปรยีบเทยีบระหว่างขนาดของมมุ θ∆   
กับน�้าหนักบรรทุก P  ซ่ึงแสดงถึงจุดที่มีการเปลี่ยนแปลง 
พฤตกิรรมทีส่�าคญัเมือ่เปรียบเทยีบกบักรณทีีส่ปรงิต้านทานการ 
หมุนเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น (เส้น abcde) กล่าวคือในกรณีที ่
สปริงต้านทานการหมุนมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ ที่จุด 
ครากเมือ่ขนาดของมมุ  pθ θ∆ > ∆  ค่าสตฟิเนสของสปริงลดลง  
(ในที่นี้ลดลงจนเป็นศูนย์) ขนาดของมุมของสปริงต้านทานการ 
หมุนมีค่าเพิ่มขึ้นอย่างมากภายหลังการคราก (เส้น bf) ในขณะ 
ที่น�้าหนักบรรทุก P  ลดลงอย่างมากเช่นกัน แสดงให้เห็นว่า 
จุดหมุนไม่สามารถถ่ายโมเมนต์ดัดที่เกิดเพิ่มขึ้นได้อีกต่อไป  
ในระหว่างเกิดการโก่งตัวมากภายใต้สปริงต้านทานการหมุนท่ี 
เป็นจุดหมุนแบบพลาสติก (Plastic Hinge) ขนาดของมุม θ∆    
มีการเปลี่ยนแปลงที่ค่อนข้างมากทั้งในส่วนของมุมที่เพิ่มขึ้น  
(เส้น bf) และลดลง (เส้น fde) ซึ่งเป็นการหมุนกลับด้านนั่นเอง  
โดยในระหว่างนัน้อาจมกีารเพิม่ขึน้ของน�า้หนกับรรทกุ P  ในช่วง 
สัน้ๆ อนัเนือ่งมาจากการเปลีย่นแปลงรปูร่างของ Elastica และ 
ภายหลงัจากนัน้น�า้หนกับรรทุกจะมค่ีาทีล่ดลงอย่างต่อเนือ่งและ 
ขนาดของมุม θ∆  ลดลงเช่นกัน เมื่อขนาดของมุมของสปริง 
ต้านทานการหมุนลดลงจนน้อยกว่าขนาดของมมุทีท่�าให้เกดิการ 

คราก pθ∆  (เส้น de) จะเห็นได้อย่างชัดเจนในรูปที่ 8b) ว่า 
น�้าหนักบรรทุก P  ในกรณีที่สปริงต้านทานการหมุนเป็นแบบ 
เชงิเส้นคู่ ซ้อนทบักรณทีีส่ปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบยดืหยุน่ 
เชงิเส้น ท้ังนีเ้นือ่งจากเม่ือขนาดของมมุ pθ θ∆ ≤ ∆  พฤตกิรรม 
ของสปริงต้านทานการหมุนของทั้งสองกรณีเป็นแบบเดียวกัน  
ในกรณีที่สปริงต้านทานการหมุนมีลักษณะเป็นแบบอิลาสติก- 
พลาสติก (Elastic-Plastic) ในช่วงที่ขนาดของมุม θ∆  มีค่า 
ที่เพิ่มขึ้น (เส้น abf) มีพฤติกรรมที่เหมือนกับกรณีของสปริง 
ต้านทานการหมุนเป็นแบบเชิงเส้นคู่ แต่เมื่อขนาดของมุม θ∆  
เริม่ลดลงสงัเกตเส้น fg (หมนุกลบัด้าน) จะมพีฤตกิรรมท่ีแตกต่าง 
ออกไปกล่าวคอืสปรงิจะกลับมามสีติฟเนสเท่ากับ 1k  ( )1 2k k>       
ท�าให้ต้องการน�้าหนักบรรทุก P  ที่มากกว่าสปริงต้านทานการ 
หมุนในสองแบบแรก (แบบยืดหยุ่นเชิงเส้น และแบบเชิงเส้นคู่)  
และขนาดของมุม θ∆  จะมีการลดลงที่น้อยกว่าเมื่อเทียบกับ 
สปริงต้านทานการหมุนในสองแบบแรกเนื่องจากสปริงมีค่า 
สติฟเนสที่เพิม่มากขึ้นนั่นเอง ในกรณีที่ 1k หรือ α เปลีย่นแปลง 
ไปพฤตกิรรมโดยรวมยงัคงเป็นไปในลักษณะเช่นเดมิซึง่แสดงใน 
รูปที่ 9 (เมื่อท�าการแปรผันค่า 1k =10 และ 100 โดยแปรผันค่า 
α =0.25, 0.5 และ 0.75) และมีข้อสังเกตเล็กน้อยคือเมื่อค่า  

1k =100  ซึง่สปรงิต้านทานการหมนุมค่ีาสตฟิเนสทีค่่อนข้างสงู 
ท�าให้มุม θ∆  มีค่าที่น้อยมากในรูปที่ 9 (เส้นประสีด�าในกรณ ี
ที่ 1k 100)

รูปที่ 8  ความสัมพันธ์ของมุม θ∆  และความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  และการหมุนกลับด้านของมุม θ∆    

a) มุม θ∆  กรณีที่สปริงต้านทานการหมุนเป็นแบบ  
1. ยืดหยุ่นเชิงเส้น (สีด�า)  2. ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ (สีแดง)  3. อิลาสติก-พลาสติก (สีน�้าเงิน)
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รูปที่ 9  เปรียบเทียบความสัมพันธ์ของน�้าหนักบรรทุก P  ขนาดของมุม θ∆  เมื่อแปรผันค่าของ 1k   
และ α เส้นทึบเป็นคู่ความสัมพันธ์ P  และ ts เส้นประเป็นคู่ความสัมพันธ์ θ∆  และ ts  

รูปที่ 8  ความสัมพันธ์ของมุม θ∆  และความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  และการหมุนกลับด้านของมุม θ∆  (ต่อ)   

b) ความสัมพันธ์ของมุม θ∆  เปรียบเทียบกับการรับน�้าหนักบรรทุก P  เส้นทึบเป็นคู่ความสัมพันธ์ P  และ ts   
เส้นประเป็นคู่ความสัมพันธ์ θ∆  และ ts  
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 3.4  รูปร่างสมดุลของ Elastica  
     รูปร่างสมดุลของ Elastica ที่สอดคล้องกับต�าแหน่ง 
ต่างๆ บนเส้นโค้งความสัมพันธ์ระหว่างน�้าหนักบรรทุก P  และ 
ความยาวส่วนโค้งทั้งหมด ts  แสดงดังในรูปที่ 7  โดยเปรียบ- 
เทยีบรปูร่างสมดลุของ Elastica ในสามกรณเีมือ่สปรงิต้านทาน 
การหมุนเป็นแบบ 1) ยืดหยุ่นเชิงเส้น 2) ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ และ  
3) อิลาสติก-พลาสติกดังแสดงในรูปที่ 10a) และ 10b) ในที่นี้  
ได้น�าเสนอรูปร่างสมดุลที่ต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน 
สองต�าแหน่งได้แก่  α = 0.25 และ 0.75  โดยเส้นทึบแสดงถึง 
รูปร่างของ Elastica  ทีส่ปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบยดืหยุ่น 
เชิงเส้น (พฤติกรรมตามช่วงที่ I  ในรูปที่ 2) เส้นประหมายถึง 
รปูร่างของ Elastica ทีส่ปริงต้านทานการหมุนเป็นแบบยืดหยุน่ 
เชิงเส้นคู่ (พฤติกรรมตามช่วงที่  II  ในรูปที่ 2) และเส้นประจุด 
แสดงถึงรูปร่างของ Elastica เมื่อเกิดการหมุนกลับด้านของมุม  
θ∆  และสปริงต้านทานการหมุนมีพฤติกรรมแบบอิลาสติก- 

พลาสติก (พฤติกรรมตามช่วงที่ III  ในรูปที่ 2) เมื่อได้สังเกต 
การเปลีย่นแปลงของรปูร่างสมดลุของ Elastica ทีเ่กดิการคราก 
และสตฟิเนส 2k = 0  ในกรณทีีส่ปรงิต้านทานการหมนุเป็นแบบ 
ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ จะเห็นได้ว่ามุมของสปริงหมุนเกิดการหักงอ 
อย่างชัดเจนอันเนื่องมาจากจุดหมุนได้กลายสภาพเป็นจุดหมุน 

พลาสติก (Plastic Hinge) และเมือ่ท�าการเพ่ิมความยาวส่วนโค้ง 
ต่อไปจะพบว่ามุม  θ∆  เพิ่มข้ึนจนถึงจุดสูงสุดและลดลง  
จนกระทั่งมุม pθ θ∆ ≤ ∆  ซ่ึงหลังจากจุดน้ีพฤติกรรมของ  
Elastica จะเหมือนกบักรณทีีส่ปรงิหมุนเป็นแบบยดืหยุน่เชงิเส้น  
ลักษณะของการหมุนกลับด้านของสปริงต้านทานการหมุน 
ในกรณีนี้สามารถแสดงให้เห็นได้ในรูปที่ 10c) ซึ่งแสดงรูปร่าง 
สมดุลของ Elastica และมุม  θ∆  ในรูปร่างของ Elastica  
ที่ 1 ถึง 4 มุม  θ∆  มีค่าที่เพิ่มขึ้นเมื่อการโก่งตัวเพิ่มขึ้น และ 
เมื่อการโก่งตัวเพิ่มขึ้นมุม θ∆  มีค่าที่ลดลงแสดงให้เห็นถึงการ
หมนุกลบัด้านของสปรงิต้านทานการหมนุในรปูร่างของ Elastica  
ที่ 5 และ 6
 ในกรณท่ีีสปริงต้านทานการหมุนมีพฤติกรรมแบบอิลาสติก- 
พลาสติก ซึ่งมีพฤติกรรมแบบยืดหยุ่นเชิงเส้นในช่วงแรก แบบ 
ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ในช่วงที่สอง และในช่วงที่สามเมื่อมุม θ∆   
หมุนกลับด้านจะหมุนกลับด้วยสติฟเนสของสปริงที่เท่ากับ 
สติฟเนสในช่วงแรกคือ 1k   ซึ่งเห็นได้ว่ามีพฤติกรรมที่แตกต่าง 
จากกรณีของสปริงเชิงเส้นคู่คือในการหมุนกลับด้านของสปริง 
พบว่ามีการเปลี่ยนแปลงของมุมค่อนข้างน้อยเนื่องจากสปริง 
มีค่าสติฟเนสที่สูงขึ้น และด้วยเหตุผลนี้ท�าให้น�้าหนักบรรทุก P   
เพิ่มขึ้นเช่นกัน

รูปที่ 10  รูปร่างสมดุลของ Elastica 

a)  10.25, 10kα = =  เส้นทึบคือการโก่งตัวในช่วงยืดหยุ่นเชิงเส้น เส้นประคือการโก่งตัวในช่วงยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่  
เส้นประจุดเป็นการโก่งตัวเมื่อสปริงหมุนกลับด้านในช่วงอิลาสติก-พลาสติก
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รูปที่ 10  รูปร่างสมดุลของ Elastica (ต่อ)

c)  แสดงหมุนกลับด้านของสปริงต้านทานการหมุน

b)  10.75, 10kα = =  เส้นทึบคือการโก่งตัวในช่วงยืดหยุ่นเชิงเส้น เส้นประคือการโก่งตัวในช่วงยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่  
เส้นประจุดเป็นการโก่งตัวเมื่อสปริงหมุนกลับด้านในช่วงอิลาสติก-พลาสติก

4.  สรุปผล
 การศึกษาพฤติกรรมของ Elastica ท่ีมีสปริงต้านทานการ 
หมุนอยู่ภายในช่วงความยาวของ Elastica ในบทความนี้ได้ใช ้
วิธีการค�านวณเชิงตัวเลขด้วยวิธี Shooting Method โดยการ 
อินทิเกรตระบบสมการอนุพันธ์ครอบคลุมปัญหา ให้สอดคล้อง 
กบัเงือ่นไขขอบเขตทีก่�าหนดขึน้ โดยมกีารแปรผันตวัแปรทีส่�าคัญ 
คือ ค่าสติฟเนส และต�าแหน่งของสปริงต้านทานการหมุน โดย 
ทีค่่าสตฟิเนสของสปรงิต้านทานการหมนุได้ถกูจ�าลองให้สอดคล้อง 
กับพฤติกรรมการหมุนของสปริงในสามรูปแบบคือ 1) แบบ 
ยดืหยุน่เชงิเส้น 2) แบบยดืหยุน่เชงิเส้นคู ่และ 3) แบบอลิาสตกิ- 
พลาสติก ซึ่งสามารถสรุปผลได้ดังนี้

 1.  ในช่วงแรกหลังการโก่งเดาะ Elastica มีสมดุลที่ไร้ 
    เสถียรภาพในทุกกรณี
 2.  ภายหลังการเกิดการครากของสปริงต้านทานการหมุน 
    น�้าหนักบรรทุก P  มีค่าที่ลดลง (เทียบกับกรณียืดหยุ่น 
    เชิงเส้น) ในขณะท่ีมุม θ∆  มีขนาดท่ีเพ่ิมมากขึ้น  
    เน่ืองจากค่าสติฟเนสท่ีลดลง และการลดลงของน�า้หนัก 
    บรรทุก P  (การเพิ่มขึ้นของมุม θ∆ ) จะสังเกตได ้
    ชัดเจนมากข้ึนเมื่อสติฟเนสหลังการครากมีค่าเป็นศูนย ์
    ( 2k = 0)
 3.  จากการแปรผันค่าของอัตราส่วน r  จาก 1 ถึง 0 พบว่า 
    ในทกุต�าแหน่งของสปรงิต้านทานการหมนุ α  มพีฤตกิรรม 
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    ทีค่ลา้ยคลึงกนั กล่าวคือมกีารลดลงของน�า้หนกับรรทกุ 
    P  ภายหลังการคราก (เมือ่เทยีบกบักรณทีีส่ปรงิต้านทาน 
    การหมุนเป็นแบบยืดหยุ่นเชิงเส้น) แต่เมื่อ r = 0  
    ( 2k = 0) จะสามารถสังเกตพฤติกรรมได้ชัดเจนที่สุด 
 4.  สติฟเนสในช่วงเริ่มต้น 1k  มีผลต่อค่าน�้าหนักบรรทุก 
    วิกฤต criP (เช่นเดียวกับต�าแหน่งของสปริงต้านทาน 
    การหมุนα )  และภายหลังการโก่งเดาะค่าสติฟเนส 1k    
    ที่มากกว่าเช่น  2k =100 จะมีน�้าหนักบรรุทก P  ที่สูง 
    กว่ากรณีที่ 1k  มีค่าน้อย และเนื่องจากค่าสติฟเนสที่สูง 
    จะท�าให้ค่าของมุม θ∆  มีค่าที่ต�่าลง
 5.  หลังการครากเมื่อสปริงต้านทานการหมุนเป็นแบบ 
    ยืดหยุ่นเชิงเส้นคู่ หรือแบบอิลาสติก-พลาสติก อาจพบ 
    ลักษณะสมดุลที่มีเสถียรภาพได้ในช่วงสั้นๆ ซึ่งสามารถ 
    สังเกตได้ชัดเจนเมื่อ r = 0
 6.  การหมุนกลับด้านของสปริงต้านทานการหมุนในกรณี 
    ของสปริงต้านทานการหมุนแบบอิลาสติก-พลาสติก 
    จะท�าให้น�้าหนักบรรทุกมีค่าที่มากกว่ากรณีของสปริง 
    ต้านทานการหมุนแบบเชิงเส้นคู่ อันเนื่องจากค่า 
    สติฟเนสที่กลับมาเท่ากับค่าสติฟเนสในช่วงเริ่มต้น
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